Les Repunits : Voyage au cceur de la périodicité

Introduction : Les rationnels sont les nombres qui s’expriment sous la forme d’une fraction. Leur
développement décimal est illimité périodique (& partir d’un certain rang), ou, pour le cas des
nombres décimaux, limité. Nous étudions ici le premier cas, dans lequel nous allons voir que la
période n est déterminée par D'appartenance du dénominateur de la fraction considérée a
I’ensemble des diviseurs du n-iéme Repunit, nombre entier constitué de n fois le chiffre 1 :

R, =111..11 (nombre an chiffrestous égauxal)

L’étude de ces Repunits, ici en base 10, mais pouvant étre généralisés a une base de numération
quelconque, met en jeu des notions élémentaires de théorie des groupes finis, et incidemment la
décomposition des polynémes cyclotomiques, qui intervient dans celle des corps finis.

Pour se faire une idée concréte des mécanismes mis en jeu, prenons un exemple trés simple :
. . 1 . .

considérons la fraction x = 37 Il se trouve que le dénominateur de cette fraction, 37 est un

nombre premier, et qu’il intervient comme facteur de la décomposition du Repunit de longueur 3,

a savoir 111: en effet R3; =111 =3X%X37 . On peut en déduire que la période du

, L, . 1 . .. .,
développement décimal de x = 3, ©st justement 3,la longueur du Repunit incriminé.

Cela est tres facile a comprendre : le prototype du développement décimal de période égale a 3 est

1 - 0,001001001...001 ...; pour trouver le développement de x = L , il suffit d’écrire
999 37

1 3 27
=== == X .=
x 37 = 111~ 999 27 x 0,001001001 ...001 0,027027027 ... 027

Notons que nous n’avons pas eu besoin de poser la division pour trouver de surcroit les chiffres de
la période, a savoir 027

L’exemple suivant, celui d’un développement décimal de période 4 , peut se baser sur le facteur
premier 11 au dénominateur, ou sur le facteur premier 101 , en effet :

1111 =11 x 101
=99 x 0,000100010001 ...0001 ... = 0,009900990099 ... 0099 ...

1 11

*=701 1111 9999

1 _101 909 409 % 0,000100010001 ... 0001 ... = 0,090909090909 ... 0909

= e = X e =
XTI T 1111 9999 ’ ’

En fait, dans le deuxiéme exemple, la période est égale a 2, c’est un diviseur de 4 , cela tient a ce
que le facteur premier 11 entre déja dans la décomposition du deuxiéme Repunit R, = 11 (c’est
exactement le deuxiéme Repunit, en fait), et a fortiori dans celle du quatrieme Ry = 1111 , qui est
un multiple de R, du fait que 4 est un multiple de 2 ; plus généralement R,,;;, est un multiple de
N , . . s . L. 1 .
R, , et la régle de détermination des périodes est la suivante : la période de x = p (k premier)

est précisément la longueur du plus petit Repunit R, dans lequel k est un facteur.

Il reste a déterminer la période d’une fraction quelconque, en fonction de la décomposition en
facteurs premiers de son dénominateur : ¢’est la question centrale a laquelle répond cet article.




Par exemple, considérons le cas de la fraction x = %; le dénominateur 3737 = 101 X 37 fait

intervenir un facteur de R3 , a savoir 37, et un facteur de R, , a savoir 101 ; les périodes 3 et 4
relatives a ces deux facteurs sont premiéres entre elles, en conséquence, la période de x est égale a
leur produit, c’est-a-dire a 12 .

Pour déterminer les chiffres de cette période, on peut écrire une relation de Bezout entre les
facteurs 37 et 101, par I’algorithme d’Euclide :

101 =3x37-10, 37=4x10-3, 10=3x3+1
10=3x(4x10-37)+1, 3x37—-11x10=1
1=3x37-11x(3x%x37—-101) =11 x 101 — 30 x 37

Ou simplement, de maniére assez évidente, compte-tenu des factorisations précédentes :
1=1111-1110=R, —10 X R; =11 x 101 — 30 x 37

On en déduit :
1 11 x 101 — 30 x 37 1 1

= = = X — — X —
3737 37 x 101 1 37 30 101

X

x =11 x0,027027027027 ...027 ...— 30 x 0,009900990099 ...0099 ...
x = 0,297297297 ...297 ...— 0,297029702970 ... 2970 ...
x = 0,000267594227000267594227 ...000267594227 ...

On retrouve ainsi la période 12 annoncée.

Remarquons que la fraction x = : (ou aussi x = : ) a pour période 1: 1= 0,33333 ... ; en fait le
3 9 3

facteur 3 au dénominateur n’obéit pas a la méme régle que la plupart des autres facteurs (ceux qui
sont premiers avec 3 précisément); ce n’est pas Ry =1 que ce facteur 3 divise, mais 9R; = 9,
autrement dit :

1 3
x = 39" 3x0,11111...=0,33333 ...

Dans le cas général, d’un facteur k premier avec 3 , on avait I'équivalence (théoréme de Gauss) :
k/9R, & k/R, , et cette question ne se posait pas.
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1) Quelques Rappels

a) Les Développements Décimaux

Soitx un réel compris entre 0 et 1. On considere les deux suitespB, définies par :

a, =E(xx10"), B,=a,+1 ; on a l'encadrement:a, <xXx10"<p, , dou on déduit:

a, 10" <x < B,107" , cet encadrement définit ce que I'on appelle les approxinsatiécimales par
défaut et par excesid "prés. On montre facilement que les suites0™" et £,10™" sont adjacentes,

et convergent toutes les deux vers. Lorsquex est un réel quelconque, on se raméne a écrire les
approximations décimales dy = x — E(x) . Dans le cas ou est un rationnel compris entre 0 et 1, soit

oL S . . o .
x = — [l'écriture dex sous forme de fraction irréductible. On obtient alessapproximations successives
q

par un algorithme de division ; cet algorithme peut s’écrae= p (1) tant quea<q faire a=10a,
s=0 (2) écrirea=qs+r division euclidienne de a par q (3)=r revenir en (1)

Les chiffress obtenus au cours de ce processus forment les approximatiord&fpat successives :
@,107" =0,s; ...s, ; le développementx =0,s; ...s, .. = Yo oS 107% s’appelle développement
décimal dex .

b) Notions de base sur les Groupes Cycliques

Un groupe cycliqu& est un groupe fini engendré par un seul élérae8i on note la loi d& sous forme
multiplicative, et si on appelle I'élément neutre, on G = {e,a,a? ...,a™ '}, ou n est le plus petit
exposank non-nul tel quea® = e , appelé aussi ordre de I'élément

Tout groupe cyclique d’'ordre (ie de cardinal n) est isomorphe au groupe addiifhZ,+) des entiers
modulon. Dans 'anneau(Z/nZ,+,x) des entiers modula , on peut considérer le groupe multiplicatif
des inversibles : ce groupe est constitué des classestilrs premiers avec; son ordre estp(n), ou ¢
est la fonction d’Euler. Pour un entier de la formen = p*, @(n)vaut p*"*(p —1) ; ¢ est de plus
multiplicative, c’est-a-dire qug(mn) = ¢(n) X ¢ (m) pour tout couple d’entierg, n premiers entre eux.

D’aprés le théoréme chinois, l'annedfmnZ est isomorphe a l'anneau proddiZ/nZ) X (Z/mZ)
(toujours avem Am =1 ) ce qui explique ce dernier résultat. De plusgsiest un inversible d’ordré
modulon (pour la multiplication) et d’ordré modulom (ie k,! sont respectivement les plus petits
exposants vérifianta® = 1 (mod n) et a' = 1 (mod m) ), alors l'ordre de&x modulo mn est le ppcm
de k et del . Rappelons enfin que d’aprés le théoreme de Lagrange, I'omgineé@ment dans un groupe
fini G, en tant qu’ordre du sous-groupe engendré par cet élément, est toujdiviseur de I'ordre deG .

c) Les Polynémes Cyclotomiques

Ce sont les facteurs irréductibles sQr, a coefficients entiers, du polynénP = X™ — 1 ; chaque
polynéme cyclotomiquep,(X) s'obtient comme le produit de& — a,; ) , oud est un diviseur de,
et{ ay;} la famille des racines primitivetiemes de I'unité (ie des racinesémes qui sont exactement
d'ordred ) ; et on a la décomposition X™ — 1 =[]/, ¢4 (X)



2) Repunits et périodicité des développements décimaux

a) Lien entre repunits et périodicité

Soit une fraction de la forme= % , OUp est un nombre premier autre qaeu 5 .
Le développement décimal de cette fraction, obtenu en pdsadivision, est nécessairement
périodique a partir d'un certain rang (cf 1a).

Supposons que la périodena chiffres, ne commence qu'a partir dik + 1)-iemechiffre apres la
virgule. On va montrer, dans le cas envisagé ici ou le démadetir ne comporte pas de fact@ur
ou 5, que cette situation est impossible :

autrement dit, la période commence juste aprés la virgtile, premiére répétition de reste dans le
processus de division est celle du reste 1, ce qui npaaiprévisible priori.

Si N est le nombre entier constitué des chiffres de la pédedee développement, &V, celui

constitué des chiffres précédant la période, on a :

. 107"
X =Np.107% + N.107¥(10™" + 1072* + 103" + -+ 10/ + - ) = 107¥ <N0 + N—)

1-10"
=107* (NO o )
10" -1

N
La partie périodique du développement, sgi};t—, s'obtient dans le processus de division comme la
n

a
fraction ; , OUa est un reste intermédiaire. Commest inférieur & qui est premier, on sait que
et p sont premiers entre eux. L'égalitNp = a X 9R,, implique par le théoréme de Gauss gue

9R
divise 9R,, , le nombre T” est donc un entier.
La relation qui exprime le lien entreet son développement peut s’écrire :
v . IRy
10 xT=N0(9Rn)+N=N0(1O”—1)+N =10" X Ny + N — N,

Sik <n , alors daprés cette égalité* divise N — N, |,

par conséquent on peut affirmer que les séqueficet S |, resp. & chiffres etn chiffres du
développement de ,représentées par les entid¥s et N , coincident sur la séquence associfig a

§=5,S ,doule séquencemens,,S,S,...,S,...=Sy,51,50,51,... ; Or cela est contradictoire,
puisque la période apparait sous la foiSy, S; dés le premier chiffre aprés la virgule, et non pas
comme on l'avait supposé sous la foriS = S, S, aprés lest premiers chiffres.



Dans le cag < k on peut tenir un raisonnement analogue, cette foisla’sgquence associed&g
qui est composée, de la formS, =S5;,S ou S est la séquence associée @ ; d'ou une
contradiction la aussi puisque la périst@pparait apres lds— n premiers chiffres.

Dans ces conditions, on en conclut que le développement p@reodiune fraction de numérateur égal
al, sans facteuz ni 5 au dénominateur (ce sera encore valable pour des feapiiasn générales

1 , e s 2 . . N , . . R
que; ), n’est pas différé, autrement dit, la séquerssociée aN, n’existe pas, ce qui revient a

fairek =0etN, =1
La formule ci-dessus se réduit donc a :

b) Interprétation par l'ordre d'un élément dans un groyotique

1
D’aprés le paragraphe précédent, si le développement débémal= ; est de période , alors

cette période commence des le premier chiffre apresdalejretp divise9R,, , ce qui implique que
p diviseR, , sauf dans le cas particulier pe= 3,n =1 .

On peut définir la périoda comme le plus petit des entiems qui possede la propriétép/R,,
Autrement dit,n est I'indice du premier repunit comportgmt dans sa décomposition en facteurs
premiers ; de plus, on prouve facilement (cf 2c) que liabde des repunits ayant cette propriété est
exactement I'ensemble des repunits d'indices multiples .de
On peut retrouver ce résultat (dit « lemme de multipligjtpar la considération suivante :
Pour toutp premier ave@ > 3 :

Pp/RneSp/9R, =10" -1 10™ = 1 (mod p)
On peut dés lors interpréter comme I'ordre de I'élémer10 dans le groupe multiplicat(Z/pZ)*
des éléments non-nuls du corgpZ , groupe dont on sait qu'il est cyclique d’orgre- 1 (c’est le
groupe des éléments non-nuls d'un corps fini). L’ensemtderdevérifiant 10™ = 1 (mod p) est

l'idéal nZ de 'anneau principdt , il est engendré par son plus petit élément positi€e qui donne
une preuve algébrique du lemme de multiplicité.

Il en résulte aussi le fait remarquable suivant n esit la période dex =—, on a nécessairement :

p
n/p—11, c’est-a-dir

Mise en Evidence Expérimentale du lien entre facteur iprenet périodan

L’étude empirique de la relation entre dénominateur p et période n assumidirme ce fait
sous la forme d’'un graphique faisant apparaitre un faisceau de droites :rdeslgg sont a
l'unité pres des « harmoniques » des dénominateurs dans les rapports

n
1 1, % ; voir le graphigue ci-apreés.
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De plus, la distribution des entiers k inverses de ces rapportsrseitoi de probabilité assez
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c) Correspondance entre le treillis de divisibilité dgsunits et celui de leurs indices

On établit sans peine la formule suivante : msi=ng +r (0 <r <n) est la division euclidienne
dem par n, alors celle deR,,, parR,, s’écrit:

1 1 1
R =5 (10™ = 1) = 5 (107 x 10™ = 1) = 5 (107 x (10" = 1) + (10" = 1)) = 10" X Ry + Ry

En effet,R,, estun multiple d&, , par la formule :R,; = R, X (Z;’:—; 10f") , et de plusR, est

bien compris entre O, pour =0, et R,,_; pourr =n — 1, lequel est strictement plus petit qig,
ce qui désigne bienrR,, comme le reste de la division g, par R,, .

Cette formule de division euclidienne a comme corollairdR, / R,, ©n / m |, on retrouve
ainsi le lemme de multiplicité déja énonce.

Mais on peut aussi donner d’autres conséquences remarqualtde®meule de division euclidienne
des repunits :

R, ARy = Rypnm (correspondance entre les pgcd et ppcm des indices
R,VRy / Rum et les pgcd et ppcm des repunits associés)

Pour montrer le premier résultat, on peut utiliser I'athoe d’Euclide, en déroulant cet algorithme
en paralléle sur les indices et les repunits associése ¢a la correspondance entre la division
euclidienne des indices et celle des repunits.

Le second résultat est une simple conséquence du lemmelgdicité : R,,,, est un multiple
commun deR,, et R,, , donc c’est un multiple de leur ppcm. Cependant on peutnaffique le plus
petit commun multiple d&,, et R,, parmi 'ensemble des repunit®@st exactemeR,,,

Notons enfin la formule du produit :

1 1 1
R, X R, = 9—2((10n -D@A0m-1)) = 9—2((10“+m -1)-(0"—-1)— (10™ - 1)) = §(Rn+m — R, — Ry

Et aussi cette écriture utilisée au début de ce paragraphe :

q-1
Rug = Ry XSy, avec Sy, = ) 107"

j=0
Cette derniere formule explique pourquoi la relatiBRV R,, / R,ym €St une relation de division
stricte en général ; il suffit de poser=d6n' m =ém’ avec§ =nAm, n" Am'=1, u=én'm
pour s’en rendre compte, nous laisserons cette vérificatidecteur.



3) Etude de la période du développement décimal de divers tyfrestitens

a) Périodicité des fractions du type- , ou p est un nombre premier
p

On a vu que la période de ce type de fraction est égale a I'ordre de I'éléril®ntlans le
groupe cyclique(Z/pZ)* d'ordre p—1 des éléments non-nuls modybo;, cette période

divise p-1.

s : a . _
b) Périodicité des fractions du type-, ou p est un nombre premier 3, aveca< p
p

- : . . |a_ aN

La période est exactement ceIIe-ée puisque I‘'on peut écrire|:— = ——

p p 9R,

pour que cette fraction se simplifie sous la forna avec d diviseur de n, il faudrait
d

avoir : 9aNR; = Mp; orp est premier avea et aussi, sauf dans le cas ou il divisekgit
premier ave®aN (en écartant le cas= 3) ; p devrait donc diviseR; (thm de Gauss), mais

ceci est contradictoire, caR, est supposé étre le plus petit Repunit qui compgotemme
facteur.

La seule exception, rarissime, a ce raisonnement concecas ®R,, serait multiple dep?
(ce qui équivaut a ce qiesoit multiple dep) , elle sera étudiée en 3d).

c) Périodicité des fractions du type—, oup etq sont deux nombres premiers distincts
p-q

On écrit une relation de Bezout enpretq: pu+qv =1 dou:

1 v ou vN uM

pqa v 4 O9R, O9Rn
Cette écriture montre que la périoded]é— est le ppcm des périodest m, en effet, le plus petit
p-d
dénominateur commun pris dans 'ensemble 9Bs n’est autre qUBR,,y, -
On peut aussi revenir a la définition de la période—%e comme l'ordre dd0 modulo p.q ;
p-q

commep et q sont premiers entre eux, cet ordre est le ppcm des artvdslop et moduloq,
d’aprés un corollaire du théoreme chinois (cf 1b).

‘ d) Périodicité des fractions du typg* ou p est un nombre premier 3

1 .
Commengons pax = —; avecp premier.
p

Comme précédemment, la période est I'ordre de I'élément IDldagroupe (Z/p?Z)* des
inversibles de I'anneau intégrg/p?Z . On sait la aussi que ce groupe est cyclique, cgordr
p(P?) =p(p—1) , olg estlindicateur d’Euler.



: - 1 , L 1 . .
Soitn la période de—, et soitm la période de— ; on peut écrire ces résultats sous la
p

forme :
nZ = idéal des entiers k tels que 10* € pZ
mZ = idéal des entiers k tels que 10* € p?Z

Il est clair que mZ < nZ, ce qui signifie quen divise m.

o 3 .1
On pouvait d’ailleurs s’en rendre compte autrement, ematrla fraction— sous la forme :
p

1
1_p 1_pM , Ce qui montre bien que la périodede — divisem,

—=— , doit —=—+

P P P 9R,
puisquem apparait comme « une période » possible, appartenantadkiiéet quen est par
définition la meilleure d’entre elles, c’'est-a-dire lgisikur de cet idéal.

On va montrer maintenant que la périodede —: divise np; pour cela écrivon9R,,,
p

sous la forme :9R,,, = 10" — 1 = (10" — 1)(10™P~V + ... 4 10" + 1)

(c’est I'écriture Ry, = R, X S, ,  déja mentionnée)

Alors on peut noter, d’'une part que divise 10" —1 = 9R,, , mais aussi que chacun des
termes de la somme,, , est congru & modulop ; cette somme est donc congruepa,

c’est-a-dire @ , modulop .

En définitive, on voit quedR,,, est divisible pap?> , ce qui prouve le résultat annoncé :
np est « une période » possiblejretest la meilleure d’entre elles, donc elle divige

Comme on sait que etp sont premiers entre eux (puisquedivisep — 1), on en conclut :

I"ddl it dgale A soit égale 3
a période de —; est soit égale @, soit égale ap

Etude Empirique des cas ou la période~el1»§~ est égale a la période dle
p p

1 1
Le cas dep = 3 est le premier exempleér et 5 sont toutes les deux de période égale a 1.

Par analyse exhaustive gle= 7 ap > 10% , on a pu détecter deux exemples, de forme trés
particuliere, ayant cette propriété. Ce sont :

p=487=1+2x3%; et:
p = 56598313 = 1 + 23 x 3 x 31 x 127 X 599
=1+232x(22-1)x(2°-1) x (27 -1) x (23.3.52 - 1)

On a ensuite construit un modele pour probabiliser les mwes, trés rares, de ces
exemples. L’hypothése de ce modéle est la suivante :itoquge 0™ est congru a 1 modulo
p?, et que 10" est congru & 1 modujw; supposons que les restesid® modulo p?
soient équirépartis dans 'ensemile 1 + p,1 + 2p, ..., 1 + (p — Dp}

1C



(qui forme dailleurs un groupe multiplicatif cyclique tdoe p , isomorphe au groupe addit#/pZ

par le morphisme :k — 1 +kp , au sein du groupe des inversibleZdp?Z , qui est d’ordre
p(p — 1), et dont on peut montrer qu'il est lui-méme cyclique).

2

- s 1 N - 1 .
La probabilité d’occurrence de I'événement :— est de méme périoae que — » c’est-a-
p p
. . , 1
dire «10™ congru a 1 modulp~ » est donc, selon cette hypothese, égale-a. On peut
p

d’ailleurs assez facilement valider cette hypothéseta péistogrammes expérimentaux.

Supposons également que ces événements soient indépendatdequnambre premiep
varie.

Alors on peut en déduire la loi de 'événement « la prardecurrence d’égalité des périodes

1 1 . R :
de — et— survient avant la valegr=x (a partir dep = x, ) ».

p p
. . , L. =x 1
Cette loi est quasi-géométrique, ¢ — II;:xo (1 - ;)
Avec x, =500, on obtient le graphique suivant :
0,65
0,60
I
0,55
0,50 1
0,45
Y7717 T 7
1107 3% 107 5% 107 7 = 107 9 % 107

On voit qu'il est plausible d’avoir trouvé I'exemple suivanitre 5.107 et 6.107 , sans pour
autant que le graphigque n’'ait de caractére prédictif (@ersa croissance est trés molle au
voisinage de 'asymptote, on aurait pu aussi bien s’attentirérauver entre0** et 1015 !

La seule chose que I'on puisse affirmer, c’est qu'dwait 60% de chances de le trouver en
deca del0’ , 80% de chances en deca ¥°® (voir graphiques suivants) ce qui est une
information tres maigre.(un test d’hypothése de faible puissance, disent last&i@ns).

11



Il devient assez vite nécessaire, pour calculer cette loi dartemps raisonnable, soit de
recourir a des moyennes par tranches de nombres premiers consécesfsldccas du
graphique ci-dessus), soit de recourir & une estimation sur une sudaligisthmétique du
nombre de nombres premiers dans chaque tranche, par I'usage de la fonctiorégyg!ipar

exemple.

En réinitialisant la loi successivement a partir g = 6x10” , x, =10" , x, =10 ; on

obtient les graphiques suivants :

0,25+
0,25—- |
| 0,20
D,ED—-
0,15—-
0,15—-
| D,ID—-
0,10 4 1
] D,Elj—-
0,05 |
1xiuw I 3>ci01° stiuw I?xlmw I I 1xiu“
0,20 -
0,18 -
0,16 -
1{
0,14
012 -
0,10 4
0,02 -
0,06 -
0,04
0,02 -
T T T 1 1T "~ 1T "~ T "~ T "~ T °
0 1:x1p™® 3w 10 5= 10 7w 10 9101
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T T T T T
1=10"%  2x10M  3=10"* 4= sx10®

Les valeurs maximales atteintes sur ces
graphigues nous donnent la probabilité :

1-0.72x 0.75x 0.79 = 057

de trouver le troisieme exemple en deca
de 20 chiffres.

Ceci le rend hors datteinte d'un
calculateur standard , a moins de deviner
une formule qui rende compte de la forme
particuliere des deux premiers exemples.

Le deuxiéme exemple était a priori en
deca de 20 chiffres avec la probabilité :

1-034x 0.75x 0;79L 080



Une modeélisation analogue de la loi de probabilité de I'occoeratiune coincidence entre les

(k= 2) montre qu’un

2riodes d 1 1 I 2néeral d eriod s—ae
périodes de—- et F ou plus généralement des période et ——

tel événement est négligeable ; dans les deux cas observés toescanalogues, de coincidence entre

L. 1 1 e . o .
les périodes de— et —-, dont on a vu gqu’ils étaient rarissimes mais néanmoireciddties, cette
p

coincidence a donc pour effet de décaler la loi de format®mpéeodes, la période delr (k=2

devenant alors égalerax p* au lieu denx p*™* comme c’est le cas en régle générale.

\ e) Cas général d'une fraction de numérateur égal a 1, puis deraieor quelconque

1

Soit le cas d'une fractiox =————— ou lesp; sont des facteurs premiers distincts.

1
Supposons connues les périodes respectiyesdes fractionsp— ; alors la période de s’écrit :
J
n = ppem(ny, ny, .., ns, p1¥174, ..., p%71) . Dans la plupart des cas,est le produit des facteurs
indiqués qui sont premiers entre eux, c'est-a-dire lelyptales périodes élémentaires multiplié par
X

I'entier - Mais il peut arriver qu’exceptionnellement, la période ded’ des fractions
1... S

élémentaires coincide avec le facteur premier au dénomirditee autre fraction élémentaire.

1

Par exemple, considérons la fractiorx::ﬁ P —
53 x107 53

est de période 13, tandis qﬁé: est
/

de période 53 ; il en résulte qye= 5—22 est de périod®3x13 , et que z = 101_2 est de période
/

107x53 ; la période d& est 107x53x13, ce n'est pas le produit des périodey @& z mais leur
plus petit commun multiple, on congoit que cette coincidesteelativement peu fréquente.

. . . a . . .
Soit maintenant une fractioy = —— de dénominateua plus petit que le
S g
j:lp]
numérateur et de forme irréductible; montrons que cedtgidn a en regle générale méme

- : e .aN o , .
périoden quex : si ce n'était pas le cas, la fractlg?— serait simplifiable au dénominateur
n
9R,; ,d’'ou comme en 3b) I'égalité9aNR,; = M]'[]5-=1pjf ; en écartant le cas ou I'un dpg est

k.
€gal a 3, et aussi celui dlin'est pas premier avel(_ﬁ:lpj’ , et compte-tenu du fait que est
supposéede forme irréductible cela impliquerait d’aprés le théoréme de Gauss Ryie Soit
divisible par[[3-, pj’ ; ce qui est contradictoire (la périodexdgerait alors plus petite qus.

De plus, le cas ol I'un des; diviseN ne peut se produire que p]{‘j’rl divisaitR,, ; or cela n'est possible que

pour les exceptions rarissimes discutées en 3d). Nousngiaadecteur la discussion des exceptions éventuelles
a la regle générale :x ety sont de méme période », due a la présence d’'un facteur Ji@midéteur de la
fraction étudiée.

13



4) Factorisation des Repunits

Cette factorisation peut s’effectuer, soit par décortiposen facteurs premiers dans I'ensemble

des entiers, soit par factorisation cyclotomique du polgnéth—1 prise en la valeux =10 ;
cette deuxieme option faisant apparaitre des facteurs de foes particuliere, non forcément
premiers, et pouvant servir & une décomposition internnédgour la recherche de facteurs
premiers.

La décomposition en facteurs premiers peut s'opéreapautineifactor de Maple, et donne les
résultats en un temps raisonnable jusaquza 70 ; au-dela, on peut recourir a des tables existantes
disponibles sur Internet.

L’interprétation des résultats est la suivante : par @k@nte facteur premier 239 apparait pour la
premiere fois dans la décomposition du Rep@yit , et aussi bien sir dans celle de tous les
Repunits d’indices multiples de 7, a sawji, R,4, ... : cela montre que la période de la fraction

1 . .
—— estégalea 7.
23¢

On peut constater sur le tableau de décomposition ci-dessous que lessfaateés sont assez

rares : on retrouve ainsi le fait étudié précedemment, a savoil’gpearition du facteur— a
p

toutes les chances de précéder celle du factegr, dans la liste des Repunits rangés par indices
p

, 1 1 - . -
croissants : — et —-, n'ont donc pas en géneral la méme période.
p

-— -

- repumitiactor(2, 39,
2, n_____ = ||’ |: 11 :l

" "0,0," secondes"
3 ">t (3) (37)
" "0,0," secondes"
4,0 =" (11) (101)
" "0,0," secondes"
5, Meee> ' (41) (271)

" "0,0," secondes"
6, "ene>", (3) (7) (11) (13) (37)

" "0,0," secondes"

7, Moo (239) (4649)

" "0,0," secondes"
8, "> (11) (73) (101) (137)

" ".0,0," secondes"

9, " (3)2 (37) (333667)

" "0,0," secondes"
10, "o (11) (41) (271) (5091)

" "0,0," secondes"

11, "----- =" (513239 (21849)
" "0,0," secondes"
12, "-n--- ()T (1) (13 (37) (101) (9901)

" "0,0," secondes"

13, "----- ="(53) (FR) (265371653)




14, "o (11) (239) (4649) (909091)

" gecondes"

secondes”

secondes”

secondes”

secondes”

secondes”

secondes”

secondes”

secondes"

secondes”

"O0.015 0,015 " zecondes"

" secondes"

" zecondes"

DL LT S

" 0078, 0.063, " secondes"

" 0078 0," secondes"

' '\ 0,0,"
15, "——->", (3) (31) (37) (41) (271) (2906161)
' ' 0,0,"
16, "-—-=", (11) (17) (73) (101) (137) (5882353)
' ' 0,0,"
17, ">, (5363222357) (2071723)

' ' 0,0,"

18, "->" (3)2 (7) (11) (13) (19) (37) (333667) (52579)

' ", 0,0,"

19, ">, (1111111111111111111)

' ' 0,0,"
20, ">, (11) (41) (101) (271) (27961) (9091) (3541)

' ' 0,0,"

21, ">, (3) (37) (43) (239) (10838689) (4649) (1933)

' '\ 0,0,"
22, "---->", (11)% (23) (513239) (21649) (3779) (4093)

' ' 0,0,"

23, "> (1111111111111
24, "> (3) (7) (11) (13) (37) (73) (101) (137) (99990001) (5901

.. ", 0.015,0,,
25, ">, (41) (271) (182521213001) (21401) (25601)

. ', 0.015,0,
26, ">, (11) (53) (79) (859) (1058313049) (265371653)
27, ", (307 (37) (757) (440334654777631) (333667)

28, "> (11) (29) (101) (239) (281) (121499449) (4649) (309091

" 0078 0," secondes"

> (TT843839357) (62003) (43037) (16763) (3191)
" 0078 0," secondes"

an, "----- U0V T L) (13) (A1) (37) (41) (211) (241) (271) (2906161) (9091) (2161)
" 0.093, 0015 " secondes"

M- (57336415063790604359) (6943319) (2791)

"0422, 0329, " zecondes”

" 0422, 0," secondes"

" 0422 0," zecondes"

" 0515, 0093, " zecondes"

"0.515,0," secondes"

32, "> (11) (17) (73) (101) (137) (353) (449) (641) (1409) (5882353) (69857)
33, "-3> " (3) (37) (67) (1344628210313298373) (513239) (21649)
34, "--> " (11) (103) (21993833369) (5363222357) (2071723) (4013)
35, "o (41) (71) (239) (271) (102598800232111471) (123551) (4649)
36, "o

(302 () (11) (13) (19) (37) (101) (999995000001) (333667) (52579) (9901)

" 0515 0, " zecondes"

=" (2212394296770203365013) (2028119) (247629013)
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38, "----- =" (11) (909090909090909091) (1111111111111111111)

"4 T1E 4125, " secondes”
39, Meeeee ="03)(37) (53) (79) (200900900200990990990991) (265371653)

"O5.047 0,329, " zecondeg"

“temps calcul total =", 5.047

- repumitfactor(40, 100)

40, "ot (11) (41) (73) (101) (137) (271) (1676321) (5964848081) (27961) (5051) (3541)
"0.093 0,093, " zecondes"
41, "> (83) (1231) (201763709900322803 745657942361 ) (538987)
" 0.093,0," zecondes"
42, "m0 (3) (702 (11) (13) (37) (43) (127) (239) (10838639) (459691) (4649) (909091) (1933) (2689)
" 0.0930," secondes"
43, "> (173) (2140992015395526641) (1963506722254397) (1527791)
"O2.890 2797 " zecondes”
44, "m0 (11)% (23) (89) (101) (1056689261) (1052738969) (513239) (21649) (&779) (4093)
"O296E 0,078, " secondes"
45, " mv (3)% (31) (37) (41) (271) (2906161) (4185502830133110721) (333667) (238631)

"3.140 0172 " zecondes”
46, "----- U0U0) (A7) (139) (S49737184491917) (LI (2531)

" 21453 18313, " zecondes"
A S =" (31A3620087A34 585250014061 54 038T26382279) (35121409)

"21.453,0," zecondes"
43,7 > (3) (7) (11) (13) (17) (37) (73) (101) (137) (99999995900000001) (999590001) (5882353) (9901)
"O21.453, 0, " zecondeg”

49, Teeee- =239 (1977301445951 9096358 8025014679333 ) [ S05555557) (4649)

"21.455,0," zecondes"
50, " (11) (41) (251) (271) (78875543472201) (182521213001) (5051) (9091) (21401) (25601)

" 21688 0,235, " zecondes"
51, "emeen =U03)(37) (613) (5363222357) (13165164561429877) (2071723) (210631) (52986961

" 21906, 0.215, " secondes"
52, "---- =U0LL) (53) (79) (101) (521) (859) (1900381976 777332243781 (1058313049 (2653T71653)

"o22.a%6, 0750, " secondes"
53, "----- =U0107) (1325815267337711173) (471988587904 01425060200071) (1659431)

", 134,673, 112.017, " secondes"

T S =" (3)3 (FVOLL) (13 (19) (37) (757) (4403346547763 (14175966169 (70541929 (333667) (52579)
! "134.673, 0, " secondes"
55, Memeee =041 (271) (1321) (13006356926 TE058358830121) (83251631) (513239) (21649 (62921)

"O134.876, 0.203, " zecondes”
56, "----- =U(10) (29) (73) (101) (137) (239) (281) (127522001020150503761) (1214994497 (4649 (909091) (7841)

"O135.283, 0,407, " zecondes"
ST M ()T (NI 1001 111L) (39311230223051295377976519) (10749631) (21319)

" 1688439, 33,150, " secondes”
L8, " =U011) (59) (1540832049306 255TT81201849) (77843839397 (62003) (43037) (16763) (3191)

"UTA L, 66T " secondes”
59 " = (4340ETAZESASTAA021 2144534 2R092R55082ATH5TATAL) (2559647034 361 )

"1TALLL 0, " secondes”

(3) (7) (11) (13) (31) (37) (41) (61) (101) (211) (241) (271) (39526741) (2906161) (4188901) (27961) (9091)
(3541) (5901) (2161)

"O1T75.236, 0,125, " secondes”




R A e | W R S ELCUTIE S
61, "-----=>", (733) (106007173861643) (70617095990156159479) (1360652471) (974293) (329401) (4637)
m " 175,626, 3.390, " secondes”
62, "-----=>" (11) (57336415063790604355) (305050909090909090909090505091) (6943319) (2791)
" " 575.704, 400.075, " secondes”

(3)% (37) (43) (239) (10838689) (1921436045294281) (45121231) (45613) (333667) (4649) (10837) (23311) (1933)
" " 575829, 0.125, " secondes”

(11) (17) (73) (101) (137) (353) (449) (641) (1409) (976193) (534427406578561) (5882353) (69857) (6187457)
(19841)
" " 575923, 0.094, " secondes”
65, "----> " (41) (53) (79) (271) (5538396997364024056236510640730600481 ) (162503518711 (265371653)
" " 593766, 14.843, " secondes”

(3) (7) (11)% (13) (23) (37) (67) (1344628210313298373) (599144041) (183411838171) (513239) (21649) (8779)
(4093)
" " 595688, 1.922, " secondes”
67, "----- =" (282133809431 76667001263 1536609991 77245677) (79863595778924342083) (493121)
" " §347.404, T751.716, " secondes”

(11) (101) (103) (5363222357) (2324557465671529) (21993833369 (2071723) (1491383821) (28559389) (4013)
m " §348.076, 0.672 " secondes”

69, "---->" (3) (37) (277) (11111111111111111111111) (1595352086329224644348978853 ) (2038640730635831)
" " §930.530, 552.454, " secondes”

(11) (41) (71) (239) (271) (265212793249617641) (102598800232111471) (123551) (4147571) (9091) (4649)
(305091)
" "RITTATA 2 ANA " serondes"
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La factorisation cyclotomlque (dont les facteurs soninpees au sens des polyndmes) s’écrit :
A R kb= e e e [ ] = W T—
Zlx—1)(x+1) £

3 1) (B bt 1)
4 (x—1) (x+ 1) (#+1)
sE—D (P +2+72+x+1)
6 (x—1) (x+1]{x2+x+1} {xz—x+1}
Tx—1) B+ ++ 5 +2+x+1)
B(x—1) (x+ 1) (F+1) (*+ 1)
9 (x—1)(F+x+1) L+ +1)
i -1+ D F+P+P 434 ) -+ PR —x+1)
1= (1+x2 47+ 2+ + 5+ + 7+ 75+ P+ %)
12 (x—D(x+ ) (F+x+1) (F=z+1) (Z+1) F=#+1)
T el B e  Ea )
4 (x—1)F+7+7+ 7+ 24241+ (l—x+7 -+ - + )
15 x—1) P+ +2+x+ 1) (R4+x+1) 1—z+r -+ -3 +5)
6, (x— D ix+ 1 (F+1) F+1)(E+1)
17 =1y (P42 2P P ey P e e e Fed s el v e 2 ¥ 1)
Bar-(F+r+1) P+ + 1) x+ 0 (F-x+1) (F-F+1)
19, x—1) (x4 + 2 P P A M e B P B+ P A R+ A+ )
0 (x—1)(x+ N (F+r+2+x2+ 1) P =-FP+72—x+1) (A+ 1) (B -L+ =2 +1)
M= (R+r+ i+ +2+ax+1) Frr+1) =+ =P+ =L+ = +:9)
7

=11+ P+ F P APt P+ P A D) B =4 P -+ —r 4P
+x8—xg+xm}

V_
Cette factorisation donne, en prenart 10 , les facteurs suivants, de forme remarquable :
Vi Ly, TLgr I e e N ]
(2, [9, 111} {27, [9 111, 1001001, 1nnnunnun1nnununnu1]+
(3, [9, 111]) {28 [9 1111111, 11, 909091, 101, 990099009901 ]}
(4,19, 11, 101]) {29 [9 1111111111101 LT LT ]}
(5. 19, 11111]} {30, [9, 11111, 111, 90090991, 11, 9091, 91, 109885011}
(6,9, 11, 111, 911} (31, [9 111111111111 LTI LI LT LT LI ]}
(7,19, 11111117} {32, [9, 11, 101, 10001, 100000001, 10000000000000001 ]}
(8,19, 11, 101, L0001} {33, [9, 11111111111, 111, 90090050050550550551 |}
(3,[2 111, 1001001 ]} {34, [9, 11111111111111111, 11, 9090909090905051 ]}
(10, [9, 11, 11111, 9091]) {35, [9 1111111, 11111, 900009090090909505099551 |}
(11, [9, 11111111111]} {36, [9, 111, 1001001, 11, 91, 999001, 101, 3901, 5595550000011}
(12, [3, 11, 111, 91, 101, 9301 ]} (37,09, 1111111111111111111111111111111111111]}

{38 [9 1111111111111111111, 11, 3080809090909052091 1}
{39, [9 1111111111111, 111, 900900500200990930590591 ]}
{40, [9, 11, 11111, 8091, 101, 99009901, 10001, 9999000089950001 1}
(41, [9 L i i i i
{42, [9, 1111111, 111, 900900990991, 11, 805091, 91, 1098900989011 ]}
(45, (9 L i i i e
{44, [9, 11111111111, 11, 9090909091, 101, 39009500920099009501 |}
{45, [9, 11111, 111, 90020951, 1001001, $39000000539000993993001 |}
{46, [9, 11111111111111111111111, 11, 3090909090302090909051 1}
47 09 L i i e 1 ]}

{48, [ 11, 111, 91, 101, 9301, 10001, 99390001, 100000001, 9939933900000001 ]}
{49, [9, 1111111, 1000000100000010000001000000100000010000001 1}
{50, [% 11111, 100001000010000100001, 11, 9081, 39933000003993300001 ]}
{51, [9 T I, 111, 90020090090080050990990930930591 1}

L T T T T L T Y

(13,9, 1111111111111]}
{14, [9, 1111111, 11, 905091]}
{15, [9, 11111, 111, 90090991 |}
{16, [9, 11, 101, 10001, 100000001 |}
(17, [9, 11111111111111111]}
{18, [9, 111, 1001001, 11, 91, 999001}
{19, [9 1111111111111111111]}
{20, [9, 11, 11111, 9091, 101, 99009901 ]}
(21,9 1111111, 111, 900900990991]}
{22, [9, 11111111111, 11, 9090909091 ]}
(23, [9 1111111111111 11111111 ]}
{24, [9, 11, 111, 91, 101, 9901, 10001, 99990001 ]}
(25, [9, 11111, 100001000010000100001 ]}
{26, [9 1111111111111, 11, 9050909059091 |}
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5) Les développements décimaux des racines carrées des Repunits

Voici les développements décimaux des racines carrées densrespiunits :

[ >

o

repumitsearch =proc( f, p, Nmin, Nmax)

for » from Amin to Muax do
M= repumit(n)

print(n, evalf (f(N), p))
od:
end,

]

Warning, n’ is implicitly declared local to prozedure “repunitsearch”
Warning, "N° i3 implicitly declared local to procedure “repunitsearch’

repunitsearch = proc( f) p, Muin, Ninax)

local #=, M
for # from MNwmiz to Muox do
N =repunit(n), printie, evalf ( f(N). p))

end do
end proc
=> F= syt
F=sqrt
> repumitsearch( 7 300, 2,40 ),
Z,
3.31662479035539954 91 149327306 7068008 392708554 55893535970586521461 1643464 260904 3546708543331 252206508070
125578495274565922?5439784857547479??9324F33D44?288473028739748286556825??3944446120980444??19311235'?14411
329715210985320004357100372485207381 0682080745 7583305894994 52515931 529840065271971051825956
3
10.53565375285273854 840140466 1899867476747 70065 972434 53304401291 27820034 24 585348975033 1 872052669322070501
4479287469371 3705933 16000598 156015 2163899075171 0145222363008 1 538553786478 2607996444 00601 070756266685 3360
0678164 2583604804 9528342238127 268137054 50025390554 97751 2690674 A2305000304A78 568364 07387787
5
5

10

11

105 40587282913516607235513258 14446028 2028092741 2919454404 7005509392 2671 554966537224 2659221 6780050235 13504
423035830021637104571 2945046663241 13208689930807534 7074383623501 968 2302272910330357591 968851 1930390692442,
3132844994 8673895 10274 167508644 587357094 55522934 72050089 29330025 16532673400798 1081655719300

3333551666666 2400009791 666553645524 2187431640571 28001 55598265 14435459 25146 1005693256050071 846285718851 1021
952588334636035715049595174704544 1185374 5366309929064 946 00677222495919314 1895354915251 127520838534 944754455
327429154961015404880974861 14722160522008 1657 467620930306083137207151 202628573 1174950093507

1054.092500684830720244 21303054 9254380584 5766290944 553750534601 51871 291 22761 557883824 130996555 233020392048,
92170148997910192845 1 5703835060760851573005052812418401971075592051 1 24656666006 786582083336300525481 37830
96334121730017914 168 165230882 1713057457575 498397356383 2580469229094 157051 2663683658213492

3333.53535310000060624999859791000065304583324 21874995164 062446253062063 5980291 758219091924 028305805506913M
TO64158455346301 196345 1A553568464 582757454 3208092537204 58062760161 9625153016313384 5435183554054 5072543050565
53327868933060005607 06961 84862559 260038359695 1649534721184 2004607564 23516054 263167379086589

10540.925528624135005064 73050204 86060837064 2799998 1 54091 548720661 3257781 1284803707 75Ta552790985500 734 726058
2047916652050813310328259772008661 1325385444 199233626300057284057625 199254 104364 28174275494 3801054 54877751
4535424362270047 5446588405922 528023003 1935508095391 9167186 7673085021 5129055232A8352224581 2483
33333.35333310006666666249999999979 1 AAAAAA6536458335352421874599931640624994425906 24956359863 2776133219387
50490315458243103003934 292346 15949788864 5739674551571 160553381 026256692284 5380614985336508 1 51 2827599748583
054934151091695862902364 160063433392371333805946189074111355310209457401 167048 7487554704131

1.0540925533841803 14566004039 747323921 2044625995761 1356041 2146090587833381 24218166631 187060295530738771 95
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Comme on le constate dans les listings ci-dessus, eeptase pour les grandes valeursndévoir listing ci-
apres), le développement décimal des racines carréeggplests d'indice pair a une forme trés particuliére,
avec des blocs de longueurs variables constitués deeshifientiques, uniquement des 3, des 6 et des 9, et entre
ces blocs des motifs de transition qui sont toujours leseséd’un repunit a l'autre : 1,24, 791, 536458, etc...

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

24,
3.333535333333333333533333100000000000000080000066624995333330099005333030973]1 448086000600 0000000005364 5831
3333353353335333333242187499993939308030888998993] 640624 39599555899999994 42590624 3999999999309933543 50803281 249
9999999996363321 940104 1 6666666666357549031 5755208333333330663681 0302734 37499599597664054235 101

25,
1. 0540925533884 5877 7353290440210027850543352951531 20845217458 1676521 13557491253 75625317539025931 80580142528 15
4095453469928 1382621 0097597002031 17820650501 167892305686026145329356480601 51531721 306687085891821352390541 2
5739247353468 24 75782 1797405 704505329794 29871 89855 1 025781401 69648752595429405313275044995477 1012

26,
3.3335333333333335353333333106A006600660000600666606665249323909098880803000990008731AAG666G66606ARAGEEGE 6!
05364 58333533333333333333533242157455599999993393333355831 640624 9939333335355599994 42590624 3555555999399393%
956359863281 2499959959995995363321 940104 1 666666666666357549031 57552083333333333066368103027 1012

27,
1. 0540925533894 597773532964 514 28385980121 1735431 10853001808 1953626137256484 158922704 858732117050251 165540070
15074490085504 06734 1620014 2808764 7525704 256060893052850371 810238621 047625251 8626336004 183 7309352609403422
0473542972595 276528982024 1 S697T05 306389780298 30 75505011 36233743 144791 750731 1765318961 71491 101

28,
3.333533333333335535333333333 100066006 00000600006000600606249999980308030309909888330973] G46686ARA6EE6E 66
A6666606a53645833333333353335335333333332421874999999305005590999999931440624539559999999993990308034 42590624 9%
99959999995999099 5635086328 12499999999999959 963653321 9401041 6E666666666666357549031575520833 101

29,
1. 0540925533894 597773329645 148056357151395710580558407453045 1005772177481 86066957355305021832583043735601 041
004259653121 8917103970258 285402200934 6682 274 2006 1 2873 708752309605921 7665478731 55638001 3430594 85356354 2085

21 T76264554565804476657407021934 7066 756621553461 1185489462372352307712 34886094301 021 3227796 10

A y regarder de plus pres, les repunits d’'indices impairs passadssi des motifs particuliers, comme la
séquence 054092553389459777 au départ de chaque développement par exemple.

Le calcul formel présenté dans les listings d’écran @saponne une explication de ce phénoméne, pour les
indices pairs. Par égard pour le lecteur, nous donnerosisuagsversion rédigée de ce calcul.

> W Btude de la racine carrde du 1 2-iéme repunit d uprés son développement décimal -

# en prenant en compte les 49 premiers chiffres | (#3=49-6) { a est ensuite remplacé par 10)
# voict, calenlé daprés le développement décimal, le développemeant formel multiplié par 3

= 12,
333333333333 1000600000000 2439993993397 4660666665364 58333333 2421587499999031 840624999346 25 90624 9335835%
B63281213633219401010754903157525386810302711015542345205247322718283958733081801021844 14862081 587780265

L 628 14018655970201 96391 3782020330909271415023158623540421 040160236351 96854 2622024 229739605845944 105
=}
= fi=proc(z)

de=((a-12—=1)a 37+3a 3+ 2(a 12—1)a 244+T2a  224+3(a12—1)a - 10—2a 11+a 9
+ 6 (a-9—1)) (a--(-43)):
return & :
end,
Warning, 'd° is implicitly declared local to procedure £°
F=procia) 1)
local &,
di= (a2 — 1)*a"37+ 3%a"36 + (2%a™12 — 2)%a™d4 + T2%a"22 + (3%a™12 — 3)*a™10 — 2¥a"1l + T*a
" — G a3,
return &
end proc

[> d+= fla);

d= - = = @

6 T 19 21 33 32 34 43 @)




Si on recopie sous forme d’'une formule algébrique le dppelment de3,/R,,, on obtient :

d = (3Ry5.10%7 + 1.1036 + 6R;,. 1024 + 24.1022 4+ 9R;,.10%° — 2. 101 + 1.10° + 6R,). 10743

(les termes aveR; correspondent aux motifs a un seul chiffre, et les tesawesk; sont des correctifs
rendant compte du fait que ces motifs ne sont pas juxtapraégement)

Gréce a larelatiofR,, = 10™ — 1, on obtient :

3d = ((10%° — 1).1037 + 3.10%6 + 2(10'2 — 1).102* + 72.102% + 3(10'% — 1). 10 — 6.10' +...  ).107*3
=10°—-10"%+5.10"7 (210718 pres)

Ne retenant que les termes supérieur8 &2 pour le calcul d€3d)? , cela donne :
9d? =102 —2+1-10"12 + 10712 (les termes centraux sont les doubles produits)
c'est-a-dire9d? = 102 — 1 = 9R;, ; d? = R;, (A107'2 pres)

En fait, la précision est de)~2°5 grace a des compensations dans les termes suisis reprend le
calcul formel Maple ci-dessous (al= 1071), ces compensations s'écrivent :

(—1400 + 250 + 150).107 %> = —10~'2 compensé avec le terme + 10712
(4000 — 2400 — 1560 + 764).1072%8 = 1,004.10~%°

Il est clair, au vu de ces calculs, que les chiffresrdesifs et les chiffres de transition s’ajustent
exactement ; c’est ce qui expliqgue leur permanence danslésuséveloppements d’indices pairs
(seule la longueur des motifs varie).

> sart(expand(df--2)),
12 10 1 14 25 150 4 24 156 7ad 12 8 14 344 7
Bl —t e e e e — o — — e — — e — o — —— o+ —— )
a l:1,12 a13 l:1,14 alj a25 aErﬁ a2? a28 a3? a38 a39 a'4D l:1,41
S625 . 12 _ 60 8 12 328 450 1050 _ 24 896 12 19 43 49
a42 a4§' .;;rSD ajl |:2f52 a53 a54 ﬂjj ﬂ62 a64 aﬁj aﬁﬁ aﬁ? aﬁg
@ a & o
;} a = 10:
= evalfdl- -2, 40);
9 989959939930 000000000000000000000000804 IDH (53]
;} # I précision est de 37-12=25 chifiver aprés la virgule
L=
= #
[>
= # Blude de lo racine carrde du $(-igme repunit d'aprés son développement décimal
# an prepant en compie les 204 premiers chiffres @ [F84=204-20) { a et ensuite remplacéd par 10)
L #voich, calculd daprés le développament décimal, Iz développement formel multiplid par 3 -
L=
> 40,
3.333333333333333333333333333333333333333 166000600 60000000600400060000600060000606249399933399332533335%,
899080090030 09900 0701 AA6A60A6AAAEAAAREAAAAAAAEAA0A0AAAA0AA536458335333333333333533333533333533333533333242187
L 4999995999559995599559995999959999531 6406 2459995599559995599959999599999995462 89062 5000000000 1017
L=
= f=proc(a):
di=((a-40—1)-a 164+ 3-a 163+ 2-(a--40— 1)-a 123+ T2a- 121 + 3 (@ 40— 1)-a- 81 —6-a--52 + 3
80+ 2o (@40 — 1) -q- 40 — 39-q- 42 + (a- 40— 1) — 375 37— 01) (2 (-184));
return &

end;



6) Les Repunits en base 2, 3 ou 5

On a cherché pour les bases de numération 2, 3 ou 5 d'diemntexeceptions a la loi de
formation des périodes comme en 3d).

On trouve, en base 2, les exceptipns= 1093 et p, = 3511 (pas d'autre exception jusqu’a
4,8 x 101%), leur écriture binaire est assez remarquable :

p. = 10001000101, p, = 110110110111

En effet, elle fait apparaitre un motif quasi-périodique:premier pattern, 101 ou 111, suivi
d’'une période, deux fois 1000, ou trois fois 110.

On a recherché d’autres exceptions parmi tous les nhombresegatai cette forme d’'écriture en
numeération binaire, a savoir, un pattern éedigits binaires, suivi d'une période dechiffres
itérée m fois, avecl <m <20, 1<k <n, 2<n <8 (pourn =38, on s’est limité an < 15
itérations).

Cela n'a pas permis de mettre en évidence une troisieme iexcept

En base 3, on trouve I'exceptiornp = 1006003 =2 x 32X (2%x3%2x5x(23x3-1)—-1);
(et pas d’autre exception jusqu® x 10° )

En base 5, on trouve les exceptions :

p=20771=2x5x2°-1)x(2?2x2*+1) -1
p=40487 =2x (2°-1)x(2x3x(2x5x11—-1));

(et pas d’autre exception jusqu® x 107 )

On a ensuite étudié des séquences de nombres premiesar toutes les bases de numération
comprises entr2 et p — 1, ce qui nous a donné un taux compris entre 50 % et 70 Abnaeres
premiers « a exception » (c’est-a-dire, faisant excemtoam au moins une base de numération) ;
on a cherché a caractériser ces nombres par différeidesrstatistiques liés a la factorisation de
p — 1, mais cela n'a pas donné de résultat.
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