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Les Repunits : Voyage au cœur de la périodicité 

 
 

Introduction :  Les rationnels sont les nombres qui s’expriment sous la forme d’une fraction. Leur 
développement décimal est illimité périodique (à partir d’un certain rang), ou, pour le cas des 
nombres décimaux, limité. Nous étudions ici le premier cas, dans lequel nous allons voir que la 
période n est déterminée par l’appartenance du dénominateur de la fraction considérée à 
l’ensemble des diviseurs du n-ième Repunit, nombre entier constitué de n  fois le chiffre 1 : 
 �� � 111…11    ��	
�� à � ������� �	�� é���� à 1� 
 
L’étude de ces Repunits, ici en base 10, mais pouvant être généralisés à une base de numération 
quelconque,  met en jeu des notions élémentaires de théorie des groupes finis, et incidemment la 
décomposition des polynômes cyclotomiques, qui intervient dans celle des corps finis. 
 
 
Pour se faire une idée concrète des mécanismes mis en jeu, prenons un exemple très simple : 

considérons la fraction  � � �
��  . Il se trouve que le dénominateur de cette fraction, 37 est un 

nombre premier, et qu’il intervient comme facteur de la décomposition du Repunit de longueur 3, 
à savoir  111 :  en effet   �� � 111 � 3  37 .  On peut en déduire que la période du 
développement décimal de  � � �

��   est  justement 3, la longueur du Repunit incriminé. 
 
Cela est très facile à comprendre :  le prototype du développement décimal de période égale à 3  est  �
!!! � 0,001001001…001… ;   pour trouver le développement de � � �

��  , il suffit d’écrire 
 

� � 1
37 �

3
111 �

27
999 � 27  0,001001001…001… � 0,027027027… 027… 

 
Notons que nous n’avons pas eu besoin de poser la division pour trouver de surcroit les chiffres de 
la période, à savoir  027  
 
L’exemple suivant, celui d’un développement décimal de période  4 , peut se baser sur le facteur 
premier  11  au dénominateur, ou sur le facteur premier 101 , en effet : 
 1111 � 11  101 
� � 1

101 �
11
1111 �

99
9999 � 99  0,000100010001…0001… � 0,009900990099…0099… 

� � 1
11 �

101
1111 �

909
9999 � 909  0,000100010001…0001… � 0,090909090909…0909… 

 
En fait, dans le deuxième exemple, la période est égale à 2 , c’est un diviseur de 4 , cela tient à ce 
que le facteur premier 11  entre déjà dans la décomposition du deuxième Repunit  �' � 11  (c’est 
exactement le deuxième Repunit, en fait), et a fortiori dans celle du quatrième �( � 1111 , qui est 
un multiple de �',  du fait que 4  est un multiple de 2 ; plus généralement ��)   est un multiple de ��  , et la règle de détermination des périodes est la suivante : la période de � � �

*   �+ ,�
���   
est précisément la longueur du plus petit Repunit  ��   dans lequel  +  est un facteur. 
 
Il reste à déterminer la période d’une fraction quelconque, en fonction de la décomposition en 
facteurs premiers de son dénominateur : c’est la question centrale à laquelle répond cet article. 
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Par exemple, considérons le cas de la fraction  � � �
���� ; le dénominateur  3737 � 101  37  fait 

intervenir un facteur de  �� , à savoir  37, et un facteur de  �( , à savoir  101 ; les périodes  3 et 4  
relatives à ces deux facteurs sont premières entre elles, en conséquence, la période de �  est égale à 
leur produit, c’est-à-dire à  12 . 
 
Pour déterminer les chiffres de cette période, on peut écrire une relation de Bezout entre les 
facteurs  37  et 101 , par l’algorithme d’Euclide : 
 101 � 3  37 - 10  , 37 � 4  10 - 3,   10 � 3  3 . 1 10 � 3  �4  10 - 37� . 1,   3  37 - 11  10 � 1 1 � 3  37 - 11  �3  37 - 101� � 11  101 - 30  37 
 
Ou simplement, de manière assez évidente, compte-tenu des factorisations précédentes : 
 1 � 1111 - 1110 � �( - 10  �� � 11  101 - 30  37 
 
On en déduit : 

� � 1
3737 �

11  101 - 30  37
37  101 � 11  1

37 - 30  
1
101 

 � � 11  0,027027027027…027…- 30  0,009900990099…0099… � � 0,297297297…297…- 0,297029702970…2970… � � 0,000267594227000267594227…000267594227… 
 
On retrouve ainsi la période 12  annoncée. 
 

Remarquons que la fraction  � � �
� (ou aussi � � �

!  )   a pour période 1 :   �� � 0,33333… ; en fait le 
facteur 3  au dénominateur n’obéit pas à la même règle que la plupart des autres facteurs (ceux qui 
sont premiers avec 3  précisément) ;  ce n’est pas  �� � 1  que ce facteur  3  divise, mais 9�� � 9, 
autrement dit :   
 

� � 13 �
3
9 � 3  0,11111… � 0,33333… 

 
Dans le cas général, d’un facteur + premier avec 3  ,  on avait l’équivalence (théorème de Gauss) :  +/9�� 2  +/��   , et cette question ne se posait pas. 
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1) Quelques Rappels 
 
a) Les Développements Décimaux 
b) Notions de base sur les Groupes Cycliques 
c) Les Polynômes Cyclotomiques 

 
 
2) Repunits et périodicité des développements décimaux 
 
a) Lien entre Repunits et périodicité 
b) Interprétation par l’ordre d’un élément dans un groupe fini 
c) Correspondance entre le treillis de divisibilité des Repunits et celui de leurs 
indices 

 
 
3) Etude de la période du développement décimal de divers types de fractions 
 

a) Périodicité des fractions du type 
p

1
 , où  p est un nombre premier 

b) Périodicité des fractions du type 
p

a
,  où  p est un nombre premier, avec pa ≤  

c) Périodicité des fractions du type 
qp.

1
,  où p et q  sont deux nombres premiers 

distincts 

d) Périodicité des fractions du type 
kp

1
, où  p est un nombre premier 

e) Cas général d’une fraction de numérateur égal à 1, puis de numérateur 
quelconque 

 
 
 
4) Factorisation des Repunits 
 
5) Les développements des racines carrées des Repunits 
 

6) Les Repunits en base 2, 3 ou 5 
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1) Quelques Rappels 
 

a) Les Développements Décimaux 
 
Soit x un réel compris entre 0 et 1. On considère les deux suites   3� ,  4�   définies par : 3� � 5��  10��,  4� � 3� . 1  ;   on a l’encadrement :  3� 6 �  10� 7 4� ,   d’où on déduit :  3�108� 6 � 7  4�108� ,  cet encadrement définit ce que l’on appelle les approximations décimales par 
défaut et par excès à 108�près.  On montre facilement que les suites 3�108� et  4�108�  sont adjacentes, 
et convergent toutes les deux vers �  . Lorsque � est un réel quelconque, on se ramène à écrire les 
approximations décimales de  9 � � - 5��� . Dans le cas où �  est un rationnel compris entre 0 et 1,  soit  

� � 
:
;  l’écriture de x sous forme de fraction irréductible. On obtient alors les approximations successives 

par un algorithme de division ; cet algorithme peut s’écrire : pa =   (1) tant que qa p   faire  aa 10= ,  

0=s  (2)  écrire rqsa +=  division euclidienne de a par q  (3) ra =   revenir en (1) 
 
Les chiffres s obtenus au cours de ce processus forment les approximations par défaut successives :   3�108� � 0, ��…��   ;   le développement   � � 0, ��…��… � ∑ �*=*>? 108*    s’appelle développement 
décimal de � . 
 
b) Notions de base sur les Groupes Cycliques 
 
Un groupe cyclique @ est un groupe fini engendré par un seul élément a. Si on note la loi de @ sous forme 
multiplicative, et si on appelle e  l’élément neutre, on a @ � A, �, �', … , ��8�B , où  �  est le plus petit 
exposant + non-nul tel que  �* �    , appelé aussi ordre de l’élément � . 
 
Tout groupe cyclique d’ordre �  (ie de cardinal n ) est isomorphe au groupe additif �C/�C , .� des entiers 
modulo �. Dans l’anneau  �C/�C ,., �  des entiers modulo � , on peut considérer le groupe multiplicatif 
des inversibles : ce groupe est constitué des classes des entiers premiers avec � ; son ordre est  D���, où D   
est la fonction d’Euler. Pour un entier �  de la forme  � � ,* ,  D��� vaut  ,*8��, - 1�  ;  D est de plus 
multiplicative, c’est-à-dire que D�
�� � D���  D�
� pour tout couple d’entiers 
, � premiers entre eux.  
 
D’après le théorème chinois, l’anneau C/
�C  est isomorphe à l’anneau produit �C/�C � �C/
C � 
(toujours avec � E
 � 1   ) ce qui explique ce dernier résultat. De plus, si  �   est un inversible d’ordre + 
modulo �  (pour la multiplication) et d’ordre F  modulo 
 (ie +, F  sont respectivement les plus petits 
exposants vérifiant : �* G 1 �
	H ��  et  �I G 1 �
	H 
�  ), alors l’ordre de �  modulo  
�  est le ppcm 
de + et de F . Rappelons enfin que d’après le théorème de Lagrange, l’ordre d’un élément dans un groupe 
fini G, en tant qu’ordre du sous-groupe engendré par cet élément, est toujours un diviseur de l’ordre de  @ . 
 
c)  Les Polynômes Cyclotomiques 
 
Ce sont les facteurs irréductibles sur J , à coefficients entiers, du polynôme K � L� - 1 ; chaque 
polynôme cyclotomique  MN�L�    s’obtient comme le produit des  �L - 3N,O ) , où H  est un diviseur de �, 
et A 3N,OB   la famille des racines primitives H-ièmes de l’unité (ie des racines �-ièmes qui sont exactement 
d’ordre H ) ; et on a la décomposition :    L� - 1 � ∏ MN�L�N/�               
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2) Repunits et périodicité des développements décimaux 

 
a) Lien entre repunits et périodicité 
  

Soit une fraction de la forme � � �
:  , où , est un nombre premier autre que  2 ou  5 .  

Le développement décimal de cette fraction, obtenu en posant la division, est nécessairement 
périodique à partir d’un certain rang (cf 1a). 
 
Supposons que la période, à �  chiffres, ne commence qu’à partir du  �+ . 1�-ième chiffre après la 
virgule. On va montrer, dans le cas envisagé ici où le dénominateur ne comporte pas de facteur 2 
ou  5, que cette situation est impossible : 
 
 autrement dit, la période commence juste après la virgule, et la première répétition de reste dans le 
processus de division est celle du reste 1, ce qui n’était pas prévisible a priori. 
 

 Si Q  est le nombre entier constitué des chiffres de la période de ce développement, et  Q?   celui 

constitué des chiffres précédant la période, on a :  

 

 

 

 

 
         

 
 

La partie périodique du développement, soit  
R
!ST, s’obtient dans le processus de division comme la 

fraction  
U
:  , où �  est un reste intermédiaire. Comme � est inférieur à ,  qui est premier, on sait que  � 

et , sont premiers entre eux. L’égalité  Q, � �  9��  implique par le théorème de Gauss que , 

divise  9�� , le nombre   
!ST
:    est donc un entier. 

 
La relation qui exprime le lien entre x et son développement peut s’écrire : 
 

10*  9��, � Q?�9��� . Q � Q?�10� - 1� . Q � 10�  Q? .Q - Q? 
 
Si + 6 �   ,   alors d’après cette égalité 10*  divise  Q - Q?  ,  
 
par conséquent on peut affirmer que les séquences V? et V  , resp. à +  chiffres et �  chiffres du 
développement de � ,représentées par les entiers  Q?  et  Q , coïncident sur la séquence associée à Q? :  
 V � V�, V?     , d’où le séquencement : V? , V, V, … , V, … � V? , V�, V? , V�, …   ;  or cela est contradictoire, 
puisque la période apparaît sous la forme V?, V�  dès le premier chiffre après la virgule, et non pas 
comme on l’avait supposé sous la forme  V � V�, V?        après les  +   premiers chiffres. 
 

� � Q?. 108* .Q. 108*X108� . 108'� . 108�� .Y. 108O� .YZ � 108* [Q? .Q 108�
1 - 108�\ 

                                                                                                                           � 108* ]Q? . Q
10� - 1^  

                                                                                                                   � 108* ]Q? . Q
9��^  
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Dans le cas � 7 +    on peut tenir un raisonnement analogue, cette fois c’est la séquence associée à Q? 
qui est composée, de la forme  V?  � V� , V    où  V  est la séquence associée à  Q  ; d’où une 
contradiction là aussi puisque la période V apparaît après les + - �  premiers chiffres. 
 
Dans ces conditions, on en conclut que le développement périodique d’une fraction de numérateur égal 
à 1 , sans facteur 2  ni  5  au dénominateur (ce sera encore valable pour des fractions plus générales 

que 
�
:  ) ,  n’est pas différé, autrement dit,  la séquence associée à  Q?   n’existe pas, ce qui revient à 

faire + � 0 et Q? � 1   . 
La formule ci-dessus se réduit donc à :  

� � 1, �
Q
9�� 

    
 

b) Interprétation par l’ordre d’un élément dans un groupe cyclique 
 

D’après le paragraphe précédent, si le développement décimal de  � � 
�
:  est de période � ,   alors 

cette période commence dès le premier chiffre après la virgule, et ,  divise 9�� , ce qui implique que 
p  divise �� , sauf dans le cas particulier où , � 3, � � 1  . 
 
On peut définir  la période n comme le plus petit des entiers m  qui possède la propriété : ,/�)   
Autrement dit, � est l’indice du premier repunit comportant ,  dans sa décomposition en facteurs 
premiers ; de plus, on prouve facilement (cf 2c) que l’ensemble des repunits ayant cette propriété est 
exactement l’ensemble des repunits d’indices multiples de � . 
 
On peut retrouver ce résultat (dit « lemme de multiplicité ») par la considération suivante : 
 
Pour tout , premier avec , _ 3 : 
   , / �) 2 , / 9�) � 10) - 12 10) G 1 �
	H ,� 
 
 
On peut dès lors interpréter �  comme l’ordre de l’élément 10 dans le groupe multiplicatif �C/,C�` 
des éléments non-nuls du corps  C/,C  , groupe dont on sait qu’il est cyclique d’ordre , - 1  (c’est le 
groupe des éléments non-nuls d’un corps fini). L’ensemble des 
  vérifiant 10) G 1 �
	H ,�  est 
l’idéal n C  de l’anneau principal C , il est engendré par son plus petit élément positif � , ce qui donne 
une preuve algébrique du lemme de multiplicité. 
 

 Il en résulte aussi le fait remarquable suivant :   si n est la période de  
p

x
1= ,  on a nécessairement :  

 � /  , - 1    ,  c’est-à-dire  1+= knp .      
 
 
Mise en Evidence Expérimentale du lien entre facteur premier p et période n 
 
 
 L’étude empirique de la relation entre dénominateur p et période n associée confirme ce fait 
sous la forme d’un graphique faisant apparaître un faisceau de droites : les périodes sont à 
l’unité près des « harmoniques » des dénominateurs dans les rapports   �

: a ,...
1

...,,
3

1
,

2

1
,1

k
. ; voir le graphique ci-après. 
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De plus, la distribution des entiers k inverses de ces rapports suit une loi de probabilité assez 
proche d’une loi exponentielle : 
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c) Correspondance entre le treillis de divisibilité des repunits et celui de leurs indices 
 
On établit sans peine la formule suivante :   si  
 � �b . �   �0 6 � 7 ��  est la division euclidienne 
de 
  par  � , alors celle de  �)  par ��  s’écrit : 
 

�) � 19 �10) - 1� �
1
9 �10c  10�; - 1� �

1
9 �10c  �10�; - 1� . �10c - 1�� � 10c  ��; . �c 

 

En effet, ��;   est un multiple de ��  ,  par la formule :   ��; � ��  d∑ 10O�;8�O>? e  ,  et de plus  �c est 

bien compris entre 0, pour  � � 0 , et  ��8�  pour  � � � - 1 , lequel est strictement plus petit que  ��, 
ce qui désigne bien   �c  comme le reste de la division de �)  par  ��  . 
 
Cette formule de division euclidienne a comme corollaire :   ��  /   �)  2 �  /  
    , on retrouve 
ainsi le lemme de multiplicité déjà énoncé. 
 
Mais on peut aussi donner d’autres conséquences remarquables de la formule de division euclidienne 
des repunits : 
 
  �� f�) � ��f)   (correspondance entre les pgcd et ppcm des indices  
  �� g�)   /  ��g)       et les pgcd et ppcm   des repunits associés) 
 
Pour montrer le premier résultat, on peut utiliser l’algorithme d’Euclide, en déroulant cet algorithme 
en parallèle sur les indices et les repunits associés, grâce à la correspondance entre la division 
euclidienne des indices et celle des repunits. 
 
Le second résultat est une simple conséquence du lemme de multiplicité :  ��g)  est un multiple 
commun de  ��  et  �)  , donc c’est un multiple de leur ppcm. Cependant on peut affirmer que le plus 
petit commun multiple de ��  et  �)   parmi l’ensemble des repunits  est exactement ��g)   . 
  
Notons enfin la formule du produit : 
 

��  �) � 1
9' X�10� - 1��10) - 1�Z �

1
9' X�10�h) - 1� - �10� - 1� - �10) - 1�Z �

1
9 ���h) - �� - �)� 

 
Et aussi cette écriture utilisée au début de ce paragraphe : 
 

��; � ��  V;,�    �i�   V;,� � j10O�    
;8�

O>?
 

 
Cette dernière formule explique pourquoi la relation  �� g�)   /  ��g)   est une relation de division 
stricte en général ; il suffit de poser  � � k�l  
 � k
l  �i� k � � E 
 , �l E 
l � 1,   m � k�n
n  
pour s’en rendre compte,  nous laisserons cette vérification au lecteur. 
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3) Etude de la période du développement décimal de divers types de fractions 
 

a) Périodicité des fractions du type  
p

1
 , où  p est un nombre premier 

 
On a vu que la période n  de ce type de fraction est égale à l’ordre de l’élément 10 dans le 
groupe cyclique �C/,C�` d’ordre 1−p  des éléments non-nuls modulo p ; cette période 

divise 1−p . 
 

b) Périodicité des fractions du type  
p

a
,  où  p est un nombre premier _ 3, avec pa <  

La période est exactement celle de 
p

1
, puisque l‘on peut écrire :  

nR

aN

p

a

9
=    ;  

pour que cette fraction se simplifie sous la forme   
o
!Sp   avec  d  diviseur de  n, il faudrait 

avoir :   9�Q�N � q, ;   or p  est premier avec a et aussi, sauf dans le cas où il diviserait N, 
premier avec 9�Q (en écartant le cas , � 3) ; p  devrait donc diviser �N   (thm de Gauss), mais 
ceci est contradictoire, car nR  est supposé être le plus petit Repunit qui comporte p comme 

facteur. 
 
La seule exception, rarissime, à ce raisonnement concerne le cas où ��  serait multiple de ,' 
(ce qui équivaut à ce que N soit multiple de p) , elle sera étudiée en 3d). 
 

c) Périodicité des fractions du type 
qp.

1
, où p et q sont deux nombres premiers distincts 

 
On écrit une relation de Bezout entre p et q :  ,� . bi � 1  d’où :  
 1

,b �
i
, .

�
b �

iQ
9�� .

�q
9�) 

Cette écriture montre que la période de 
qp.

1
  est le ppcm des périodes n et m, en effet, le plus petit 

dénominateur commun pris dans l’ensemble des  9�r   n’est autre que 9��g) . 

On peut aussi revenir à la définition de la période de 
qp.

1
  comme l’ordre de 10  modulo qp.  ; 

comme p et  q  sont premiers entre eux, cet ordre est le ppcm des ordres modulo p  et modulo q, 
d’après un corollaire du théorème chinois (cf 1b). 
 
 
d) Périodicité des fractions du type   ,*  où  p est un nombre premier _ 3 
 

Commençons par 
2

1

p
x =   avec p premier. 

Comme précédemment, la période est l’ordre de l’élément 10 dans le groupe  �C/,'C�`  des 
inversibles de l’anneau intègre  C/,'C . On sait là aussi que ce groupe est cyclique, d’ordre   D�,'� � ,�, - 1�   ,  où D   est l’indicateur d’Euler. 
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Soit n  la période de 
p

1
, et soit m  la période de 

2

1

p
 ;  on peut écrire ces résultats sous la 

forme : �C � �Hé�F H� ����� + �F� b� 10* s ,C 
C � �Hé�F H� ����� + �F� b� 10* s ,'C 
 
Il est clair que    
C t �C,  ce qui signifie que  n  divise  m. 

On pouvait d’ailleurs s’en rendre compte autrement, en écrivant la fraction 
p

1
  sous la forme :  

2

1

p

p

p
=   ,   d’où  

mR

pM

p 9

1 =   ,  ce qui montre bien que la période n  de 
p

1
  divise m, 

puisque m  apparaît comme « une période » possible, appartenant à l’idéal �C, et que n  est par 
définition la meilleure d’entre elles, c’est-à-dire le diviseur de cet idéal. 
 

On va montrer maintenant que la période m  de  
2

1

p
  divise  np ;  pour cela écrivons  9��: 

sous la forme :   9��: � 10�: - 1 � �10� - 1��10��:8�� .Y. 10� . 1� 
  
(c’est l’écriture  ��: � ��  V:,�   déjà mentionnée) 
 
Alors on peut noter, d’une part que  ,  divise  10� - 1 � 9��  , mais aussi que chacun des 
termes de la somme  V:,�  est congru à 1  modulo  , ; cette somme est donc congrue à  ,  , 
c’est-à-dire à 0 ,  modulo , . 
 
En définitive,  on voit que  9��:    est  divisible par ,'   , ce qui prouve le résultat annoncé :  
np  est « une période » possible, et m  est la meilleure d’entre elles, donc elle divise np. 
 
Comme on sait que � et ,  sont premiers entre eux (puisque �  divise , - 1 ) , on en conclut :      

la période de  
2

1

p
  est soit égale à n, soit égale à np  .   

                  
 

Etude Empirique des cas où la période de  
2

1

p
 est égale à la période de 

p

1
 

 

Le cas de  , � 3  est le premier exemple :  
�
�  et  

�
!  sont toutes les deux de période égale à 1. 

 
Par analyse exhaustive de , � 7  à , _ 10u  , on a pu détecter deux exemples, de forme très 
particulière, ayant cette propriété. Ce sont : 
 
 , � 487 � 1 . 2  3w  ;  et :  
  , � 56598313 � 1 . 2�  3  31  127  599     � 1 . 2�  �2' - 1�  �2w - 1�  �2� - 1�  �2�. 3. 5' - 1� 
 
On a ensuite construit un modèle pour probabiliser les occurrences, très rares, de ces 
exemples. L’hypothèse de ce modèle est la suivante : on sait que 10�:   est congru à 1 modulo ,', et que  10�   est congru à 1 modulo p ; supposons que les restes de 10�   modulo  ,'  
soient équirépartis dans l’ensemble  A1, 1 . ,, 1 . 2,, … , 1 . �, - 1�,B 
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  (qui forme d’ailleurs un groupe multiplicatif cyclique d’ordre p , isomorphe au groupe additif  C/,C  
par le morphisme :  + x 1 . +,  ,  au sein du groupe des inversibles de C/,'C  , qui est d’ordre ,�, - 1� , et dont on peut montrer qu’il est lui-même cyclique). 

La probabilité d’occurrence de l’évènement :  « 
2

1

p
 est de même période n  que 

p

1
 » c’est-à-

dire  « 10� congru à 1 modulo ,'  » est donc, selon cette hypothèse, égale à  
p

1
 . On peut 

d’ailleurs assez facilement valider cette hypothèse à partir d’histogrammes expérimentaux. 
 
Supposons également que ces évènements soient indépendants quand le nombre premier p 
varie. 
 
Alors on peut en déduire la loi de l’évènement « la première occurrence d’égalité des périodes 

de 
2

1

p
 et 

p

1
  survient avant la valeur , � �  (à partir de , � �?  ) ». 

 Cette loi est quasi-géométrique,  en   1 -∏ d1 - �
:e:>y:>yz  

Avec �? =500, on obtient le graphique suivant : 
 

 
 
On voit qu’il est plausible d’avoir trouvé l’exemple suivant entre  5. 10� et 6. 10� , sans pour 
autant que le graphique n’ait de caractère prédictif (comme sa croissance est très molle au 
voisinage de l’asymptote, on aurait pu aussi bien s’attendre à le trouver entre 10�(  et 10�w ! 
La seule chose que l’on puisse affirmer, c’est qu’il y avait 60% de chances de le trouver en 
deça de 10� , 80% de chances en deça de 10'?  (voir graphiques suivants) ce qui est une 
information très maigre…(un test d’hypothèse de faible puissance, disent les statisticiens). 
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Il devient assez vite nécessaire, pour calculer cette loi dans un temps raisonnable, soit de 
recourir à des moyennes par tranches de nombres premiers consécutifs (c’est le cas du 
graphique ci-dessus), soit de recourir à une estimation sur une subdivision arithmétique du 
nombre de nombres premiers dans chaque tranche, par l’usage de la fonction log-intégral par 
exemple.  
 

En réinitialisant la loi successivement à partir de =0x 7106×  , 11
0 10=x  , 15

0 10=x  ; on 

obtient les graphiques suivants : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Les valeurs maximales atteintes sur ces 
graphiques nous donnent la probabilité : 
 

79.075.072.01 ××− 57.0=  
 de trouver le troisième exemple en deça 
de 20 chiffres. 
 
Ceci le rend hors d’atteinte d’un 
calculateur standard , à moins de deviner 
une formule qui rende compte de la forme 
particulière des deux premiers exemples. 
 
Le deuxième exemple était a priori en 
deça de 20 chiffres avec la probabilité : 
 

80.079;075.034.01 ≅××−  
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Une modélisation analogue de la loi de probabilité de l’occurrence d’une coïncidence entre les 

périodes de 
2

1

p
 et  

3

1

p
, ou plus généralement des périodes de 

kp

1
 et  

1

1
+kp

 )2( ≥k  montre qu’un 

tel évènement est négligeable ; dans les deux cas observés, ou d’autres analogues, de coïncidence entre 

les périodes de 
p

1
 et 

2

1

p
, dont on a vu qu’ils étaient rarissimes mais néanmoins détectables, cette 

coïncidence a donc pour effet de décaler la loi de formation des périodes, la période de 
kp

1
 )2( ≥k  

devenant alors égale à 2−× kpn  au lieu de 1−× kpn  comme c’est le cas en règle générale. 
 

 
e) Cas général d’une fraction de numérateur égal à 1, puis de numérateur quelconque 

 

Soit le cas d’une fraction  � � 
�

∏ :{|{}{~�
    où les  ,O sont des facteurs premiers distincts. 

Supposons connues les périodes respectives  �O    des fractions   
�
:{ ;  alors la période de �   s’écrit : 

 � � ,,�
X��, �', … , �� , ,�*�8�, … , ,�*}8�Z .  Dans la plupart des cas, � est le produit des facteurs 
indiqués qui sont premiers entre eux, c’est-à-dire le produit des périodes élémentaires multiplié par 

l’entier 
y

:�…:}  .  Mais il peut arriver qu’exceptionnellement, la période de l’une des fractions 

élémentaires coïncide avec le facteur premier au dénominateur d’une autre fraction élémentaire.  
 

Par exemple, considérons la fraction :  
22 10753

1

×
=x  ;  

53

1
  est de période 13,  tandis que 

107

1
 est 

de période 53 ;  il en résulte que =y
253

1
  est de période 1353×  , et que  =z

2107

1
  est de période 

53107×  ; la période de x  est  1353107 ×× , ce n’est pas le produit des périodes de y et  z, mais leur 
plus petit commun multiple, on conçoit que cette coïncidence est relativement peu fréquente. 
 
 

Soit maintenant une fraction 9 � 
U

∏ :{|{}{~�
    de dénominateur a plus petit que le 

numérateur et de forme irréductible; montrons que cette fraction a en règle générale même 

période � que � : si ce n’était pas le cas, la fraction 
UR
!ST serait simplifiable au dénominateur 

9�N ,d’où comme en 3b) l’égalité : 9�Q�N � q∏ ,�+����1  ;  en écartant le cas où l’un des ,O est 

égal à 3, et aussi celui où N n’est pas premier avec ∏ ,O*{�O>�   , et compte-tenu du fait que 9  est 

supposée de forme irréductible , cela impliquerait d’après le théorème de Gauss que �N  soit 

divisible par ∏ ,O*{�O>� ;  ce qui est contradictoire (la période de x serait alors plus petite que �). 

 
De plus, le cas où l’un des  ,O divise N  ne peut se produire que si  ,O*{h�  divisait �� ; or cela n’est possible que 

pour les exceptions rarissimes discutées en 3d). Nous laissons au lecteur la discussion des exceptions éventuelles 
à la règle générale : « x  et y sont de même période »,  due à la présence d’un facteur 3 au dénominateur de la 
fraction étudiée. 
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4) Factorisation des Repunits 
 
Cette factorisation peut s’effectuer, soit par décomposition en facteurs premiers dans l’ensemble 
des entiers, soit par factorisation cyclotomique du polynôme 1−nx   prise en la valeur 10=x  ; 
cette deuxième option faisant apparaître des facteurs de forme très particulière, non forcément 
premiers, et pouvant servir à une décomposition intermédiaire pour la recherche de facteurs 
premiers. 
 
La décomposition en facteurs premiers peut s’opérer par la routine ifactor  de  Maple , et donne les 
résultats en un temps raisonnable jusqu’à � � 70 ; au-delà, on peut recourir à des tables existantes 
disponibles sur Internet. 
 
L’interprétation des résultats est la suivante : par exemple, le facteur premier 239  apparaît pour la 
première fois dans la décomposition du Repunit ��  , et aussi bien sûr dans celle de tous les 
Repunits d’indices multiples de 7, à savoir ��( , �'� , …  : cela montre que la période de la fraction 

239

1
  est égale à 7.  

 
 On peut constater sur le tableau de décomposition ci-dessous que les facteurs carrés sont assez 

rares : on retrouve ainsi le fait étudié précédemment, à savoir que l’apparition du facteur 
p

1
 a 

toutes les chances de précéder celle du facteur 
2

1

p
, dans la liste des Repunits rangés par indices 

croissants :  
p

1
  et  

2

1

p
,  n’ont donc pas en général la même période. 
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La factorisation cyclotomique (dont les facteurs sont premiers au sens des polynômes) s’écrit : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cette factorisation donne, en prenant 10=x  , les facteurs suivants, de forme remarquable : 
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5) Les développements décimaux des racines carrées des Repunits 
 
Voici les développements décimaux des racines carrées des premiers repunits : 
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Comme on le constate dans les listings ci-dessus, et plus encore pour les grandes valeurs de � (voir listing ci-
après), le développement décimal des racines carrées des repunits d’indice pair a une forme très particulière, 
avec des blocs de longueurs variables constitués de chiffres identiques, uniquement des 3, des 6 et des 9, et entre 
ces blocs des motifs de transition qui sont toujours les mêmes  d’un repunit à l’autre : 1,24, 791, 536458, etc… 
 

 
 
A y regarder de plus près, les repunits d’indices impairs possèdent aussi des motifs particuliers, comme la 
séquence 054092553389459777 au départ de chaque développement par exemple. 
 
Le calcul formel présenté dans les listings d’écran ci-après donne une explication de ce phénomène, pour les 
indices pairs. Par égard pour le lecteur, nous donnerons aussi une version rédigée de ce calcul. 
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Si on recopie sous forme d’une formule algébrique le développement de  3���' , on obtient : 
 H � �3��'. 10�� . 1. 10�� . 6��' . 10'( . 24. 10'' . 9��' . 10�? - 2. 10�� . 1. 10! . 6�!�. 108(� 
 
(les termes avec �O  correspondent aux motifs à un seul chiffre, et les termes sans �O sont des correctifs 
rendant compte du fait que ces motifs ne sont pas juxtaposés exactement) 
 
Grâce à la relation 9�� � 10� - 1 , on obtient : 
 3H � X�10(! - 1�. 10�� . 3. 10�� . 2�10�' - 1Z. 10'( . 72. 10'' . 3�10�' - 1). 10�? - 6. 10�� +… ).108(�            a 10� - 108� . 5. 108�  (à 108�u  près) 
 
Ne retenant que les termes supérieurs à 108�' pour le calcul de �3H�' , cela donne : 
 9H' a 10�' - 2 . 1 - 108�' . 108�'   (les termes centraux sont les doubles produits) 
 
c’est-à-dire  9H' a 10�' - 1 � 9��' ;  H' a ��'  (à 108�'  près)  
 
En fait, la précision est de 108'w  grâce à des compensations dans les termes suivants ; si on reprend le 
calcul formel Maple ci-dessous (où � � 108�), ces compensations s’écrivent : 
 �-1400 . 250 . 150�. 108�w � -108�'  �	
,��é �i� F ��
 . 108�' �4000 - 2400 - 1560 . 764�. 108'u � 1,004. 108'w 
 
Il est clair, au vu de ces calculs, que les chiffres des motifs et les chiffres de transition s’ajustent 
exactement ; c’est ce qui explique leur permanence dans tous les développements d’indices pairs 
(seule la longueur des motifs varie). 
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6) Les Repunits en base 2, 3 ou 5 
  
On a cherché pour les bases de numération  2, 3 ou 5  d’eventuelles exceptions à la loi de 
formation des périodes comme en 3d). 
 
On trouve, en base 2, les exceptions ,� � 1093 et  ,' � 3511 (pas d’autre exception jusqu’à 4,8  10�?  ), leur écriture binaire est  assez remarquable : 
 ,� � 10001000101, ,' � 110110110111 
 
En effet, elle fait apparaître un motif quasi-périodique : un premier pattern, 101 ou 111, suivi 
d’une période, deux fois 1000, ou trois fois 110. 
 
On a recherché d’autres exceptions parmi tous les nombres premiers de cette forme d’écriture en 
numération binaire, à savoir, un pattern de  + digits binaires, suivi d’une période de � chiffres 
itérée  
  fois, avec 1 6 
 6 20, 1 6 + 6 �, 2 6 � 6 8  (pour � � 8, on s’est limité à 
 6 15 
itérations). 
 
Cela n’a pas permis de mettre en évidence une troisième exception. 
 
En base 3, on trouve l’exception   , � 1006003 � 2  3'  �2  3'  5  �2�  3 - 1� - 1� ; 
(et pas d’autre exception jusqu’à 8,9  10� ) 
 
En base 5, on trouve les exceptions : 
 
 , � 20771 � 2  5  �2w - 1�  �2'  �2( . 1� - 1�  
 , � 40487 � 2  �2w - 1�  �2  3  �2  5  11 - 1�� ; 
 
 (et pas d’autre exception jusqu’à 1,5  10� ) 
 
On a ensuite étudié des séquences de nombres premiers  ,  sur toutes les bases de numération 
comprises entre 2 et  , - 1,  ce qui nous a donné un taux compris entre 50 % et 70 %  de nombres 
premiers « à exception » (c’est-à-dire, faisant exception pour au moins une base de numération) ; 
on a cherché à caractériser ces nombres par différents critères statistiques liés à la factorisation de 
, - 1, mais cela n’a pas donné de résultat. 
 


