X2010 2°™ Composition de Mathématiques

1-Vg € G, g°¥ =1d avec k = |G| (Iordre de tout élément divise 'ordre du groupe, théoréme de

Lagrange) ; tout élément de G posséde donc un annulateur a racines simples, a savoir X¥ —1; il en
résulte que tout élément de G est diagonalisable. Si de plus G est commutatif, on sait que deux
endomorphismes diagonalisables qui commutent le sont dans une méme base, ceci vaut donc pour
I'ensemble des éléments de G .

(ce résultat s’appuie sur les deux Lemmes suivants : si deux endomorphismes commutent, alors tout
sous-espace propre de I'un est stable par I'autre, et le polynéme minimal de la restriction a un sous-
espace stable est un diviseur du minimal sur tout I'espace)

2a- O est invariant par tout élément de D5 (toute isométrie, en tant qu’application affine, préserve
le barycentre), et a chaque élément g de D5 est associée une permutation (g(4),g(B), g(C)) de
(4,B,C) (en effet, les sommets sont les points du triangle a distance maximale de , donc chaque
sommet est transformé en un sommet, et g est bijective). Comme la donnée des images de 4 points
formant un repére affine suffit a déterminer une application affine, cette correspondance entre 5;

et §3 est un isomorphisme de groupes, d’ou |D§ | =|8;|=3!=6

Dressons I'inventaire :

si (g(A),g(B),g(C)) =(A4,B,C) alors g=1d

si (g(A),g(B),g(C)) = (A,C,B) alors g =s/04 (symétrie par rapport a (OA), hauteur issue de A)
si (9(4),g(B),g(C)) = (C,B,A) alors g = s,op

si (g(4),9(B),g(C)) = (B,A,C) alors g = s,0c

si (g(A),g(B),g(C)) = (B,C,A) alors g = pzr (rotation autour de O d'anglez?n)
3

si (9(4), 9(B), g(€)) = (C,A,B) alors g = pur

Aux trois transpositions de S; correspondent les trois symétries de D , au sous-groupe des cycles les
trois rotations.

2b- Dans la base (Wf, ﬁ) on écrit sans difficulté les matrices des transformations de D3 (sachant que
0C =-0A-0B ):

s (5 ) son (5 21 s (T Dsioe: (3 o) e (3 21 e () )
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_1_/1)=/12+,1+1

2c- Le polynéme caractéristique de pzr s’écrit : det (1 8 A
3
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et sa diagonalisation dans C donne, sans surprise : (e ’ QZH ; Pam = <p2_n) = (pz_n-> est
3 3 3

0 e '3
_i2r
. . R . 3 . —
diagonalisable dans la méme base, de matrice (e (_)2n>; cette base de diagonalisation est
0 e's
— : -1 -1
représentée par la matrice de passage ( ;2n _iZ_n> ; effectuons ce changement de base pour S,o¢
e’3 e '3

N A 1 2T\ an-1
S/OC < .27'[) =(e3 = _el 3 ( _2_77-') et S/OC < .27'[) =(e 3 = —e "3 ( 2_71')
e'3 -1 e '3 e '3 -1 e'3
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ce qui donne pour matrice représentative de s, dans la nouvelle base : < 0'271 € )
2%
—e 3 0

Pour les deux autres symétries, compte tenu des relations s,op = pzr © S/o¢, Sj0a = P4m ° S/
3 3

on obtient dans la nouvelle base les matrices :

e 2z
. [e3 0 0 —e '3
S/oB * ( .271) x < 27 )
0 e '3 —e'3 0
_i2T 0 0 _i2r 0 2n
. e 3 —e 3 | _ —e 3
S/OA : < .Zn) X < 27 > - ( 2T )
0 e’3 —e'3 0 —e '3 0

Les matrices représentatives des transformations du groupe du triangle D; dans la nouvelle base
sont donc exactement celles du groupe D5, d’ou I'isomorphisme annoncé.
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3- i(B) estune application linéaire de A dans lui-méme :
VM,N € A, Va,p €C, B(aM + fN)B~! = aBMB~! + BBNB™!
(par linéarité du produit matriciel), qui est injective: BUB ™1 =0= M =0
c’est donc bien un élément de GL(A) ; i est un morphisme de groupes, en effet :
VM € A,VB,C € G,i(BC)(M) = (BC)M(BC)™* = (BCOM(C™'B™Y) = B(CMC™Y)B~1 = i(B)(i(C)(M))
autrement dit: i(BC) = i(B) ¢ i(C), cqfd.

Le noyau de i est l'intersection du centre de A avec G, or le centre de A est constitué des homothéties,
d’ou le résultat demandé sur l'injectivité de .

4- M € A commute avectout B € G, il en résulte que Ker(M),Im(M) sont stables par B :
x € Ker(M) © Mx =0 = BMx = MBx = 0 = Bx € Ker(M)
y€eIm(M) < 3Ix € Etq y=Mx = By = BMx = MBx = By € Im(M)

5- D’apres 4-, si M € AC alors Ker(M) est stable par G , comme on suppose E irréductible pour , cela
implique, ou bien Ker(M) = E, auquel cas M = 0, ou bien Ker(M) = {0}, auquel cas M est inversible.



Raisonnons par I'absurde, et supposons que A" contienne deux matrices linéairement indépendantes M
et N (non-nulles, donc inversibles d’aprés ce qui précede) :

on sait alors que M est équivalentea I, , PMQ = I,, avec P,Q inversibles.

Posons PNQ = S et considérons S — Al,, , comme on se place sur le corps des complexes, il existe un
scalaire 4 qui soit valeur propre de , tel que S — AI,, soit non inversible, mais alors :

P~Y(S—AL)Q™1 =N — AM est non inversible, et élément de la sous-algébre AL de , par conséquent
N — AM = 0 , ce qui contredit I'hypothése d’indépendance linéaire.

Par conséquent AC , qui n"est pas réduit a {0} puisque I,, € AC , he peut étre que la droite vectorielle
engendrée par I,,, c’est-a-dire |'algébre des homothéties.

6- Utilisons le vocabulaire de la dualité pour démontrer cette relation ; (e;);=1,., étantla base canonique
de C", et (¢;");=1,..n €tantsa base duale, on peut écrire (1) tr(M) = YL < e;",M(e;) > (le crochet de

dualité < @, x > entre E* et E désigne le scalaire image du vecteur x par la forme linéaire ¢ ) ;
on se donne alors la base E;; =< ¢;%,.> e; de I'espace A, dont on peut expliciter la base duale :
(2) < EL-]-*, M>=< ei*,M(ej) > d’ou on tire tr(¢) (formule analogue a (1) par dualité A*- A) :
tr(¢) = Xi; <Eyi", 0(Eij) > =2 < e, (ME;N)(ej) >
avec ME;; =<e¢;*,.> M(e;) et MEij(N(ej)) =<e¢;",N(e;) > M(e;)
ce qui donne :
tr(p) = Xij <e;",M(e;) >< ¢, N(ej) >=¥i; < e ,M(e) >x Y-, < e, N(e)>= tr(M)tr(N)
cqgfd.
7a- Soit By € G, ByP = %ZBEc ByB , lorsque B décrit G, son translaté a gauche ByB décrit G (la

translation a gauche est une bijection de G sur lui-méme), par conséquent : VB, € G, BoP = P, d’ou:
P? = ! ZB X P = ! ZB P= ! x |G|P =P
6] & 7° 61 &0 Gl
OEG BQEG
P est donc un projecteur, d’aprés le Lemme des noyaux, avec pour sous-espaces propres :
KerP, Ker(P —I) = ImP ensomme directe, ce qui diagonalise .

7b- VB €G, BP = P montre ImP € E¢ , en effet, Vy € ImP, y = Px,VB €G, By =BPx=Px =1y

réciproquement, soit € E¢, Py = ﬁZBecB y = ﬁ X |Gly =y dou y € Ker(P —1I) = ImP

On en conclut: dim(E¢) = dim(ImP) = tr(P) = %ZB cctr(B)



8- Dans le cas ou le morphisme i est injectif, on applique 7b en faisant agir G sur A (au lieu de faire
1
161
en6-,d’ou tr(i(B)) = tr(B~1)tr(B), et dim(A%) =

agir G sur ), ce qui donne: dim(c/lé) =—Ypectr(i(B)) eton calcule tr(i(B)) par la formule établie

Ly ectr(BH)tr(B), cqfd.

1G]

Si le morphisme i n’est pas injectif, on fait agir le groupe quotient G/Ker(i) sur A :

dim(A%) = —— Z tr(i(B) = — x [Ker(D)| 2 tr(i(B)

|G/Ker(D)| BedTRer (i) |61 BeG/Ker(i)
1 1
_ Z tr(i(B)) = z tr(B~Y)tr(B)
|G|B€G 1G] BeG

9a- D’apres 5-, on sait que AC (commutant de G dans A) est la droite vectorielle CI,,; toute matrice
X € A% estdoncdelaforme: X = AL, ,avectr(X) = Atr(I,) = An, A = %tr(X) doll X = %tr(X)In

9b- Y commute avec toute matrice By € G , en effet :

B,Y = Z tr(B"Y)By,B = Z tr(B1)By(B, "BB,) = Z tr(B"Y)BB, = YB,
BEG BEG B€G
(on a effectué le changement de variable bijectif B — B, *BB, dans la somme, sachant que tr(B~1) est
égale a tr((Bo_lBBo)_l) puisque la trace est un invariant de similitude)

1

D’apres 8- et 5- dim(cflé) =T

Yeectr(B™Htr(B) =1 dou tr(Y) = Ygetr(B~Htr(B) = |G|

puis d’aprés 9a- on conclut: Y = %tr(Y)In = % I,

10a- Toute matrice B € G est diagonalisable, avec Sp(B) S {1,¢,¢?, ..., ¢!¢171}, groupe des racines |G|-iemes
de I'unité d’ou il résulte tr(B) € Z;; par conséquent Y = Ypcstr(B~1)B € Z;[G] , puisque chaque
coefficient tr(B~1) estdans Z;.

10b- D’apres 10a-, Y est combinaison a coefficients dans Z des matrices C; ; il en va de méme de chaque
matrice CY du fait que I'ensemble des matrices C; est stable par produit.

10c- Compte tenu de I'expression de Y démontrée en 9b-, on en déduit :

—C, = a; C
n k Lk “1
1<1<|G|?

Soit x = (x;)1<<|62 le vecteur constitué des coordonnées < Ej"C >=<e¢, Cl(ej) > des matrices C; ;

il existe au moins un couple (i,j) tel que le vecteur x soit non-nul (sinon toutes les matrices C; seraient

. . . G
nulles, ce qui est absurde), mais alors la relation %xk = Y1<i<|6|2 Ak X; Montre que x est vecteur propre

. G ., . -
de la matrice A pour la valeur propre ln—l , ce qui s’exprime par le critéere det(R) = 0



10d- Ce polyndme n’est autre que le polyndme caractéristique de A, a savoir P(1) = det Mgz —4);
écrivons P(A) = A% + a1 A"+ -+ a;d+ag , avec k = |G|? et agy,ay,..,ax_1 €Z; sion écrit la
G| Gl _p

fraction —~ sous forme irréductible: — == , p €N, g e N*, pAg =1, alors ona
n q

p* + ap_1p* g+ -+ aypq* Tt + apq® = 0 d’ou q/p¥, ce quiimplique q/p, et par suite g = 1

On vient de démontrer le résultat classique suivant : tout rationnel qui est entier algébrique est un entier
relatif.

G
On en conclut : ln—l € N, c'est-a-dire n/|G|, cqfd.

11a- <., .>; est une forme bilinéaire définie positive, comme combinaison des formes bilinéaires
définies positives < B(.) , B(.) >; chacune de ces formes est non dégénérée parce que chaque matrice B

estinversible: < B(v), Bv) >=0=Bw)=0=>v=0

On vérifie facilement que chaque B € G est une isométrie pour le produit scalaire <., .>g:

1
< B(), B(w) >y= mz <SB(),SB(w)>=< v, w>,
SeG

en effet, pour B € G fixée, les SB décrivent G lorsque S décrit G (la translation a droite S — SB étant une
bijection de G sur lui-méme)

11b- Pour les éléments de G qui sont des homothéties, n'importe quelle base orthogonale pour <., .>,
convient ; occupons-nous des B € G qui ne sont pas des homothéties.

Il existe par hypothése un sous-espace strict F de I'espace E = C? qui soit stable par G, comme F est
nécessairement une droite vectorielle, la restriction de chaque B a F est une homothétie de F , enfin
comme on suppose que B n’est pas une homothétie sur E cela signifie que F = Ker(B — Azl,), droite
propre de B pour une certaine valeur propre Ap .

Comme B est une isométrie pour <., .>, on sait classiquement que F1 = Ker(B — Agl,)* est stable
par B, en effet :

w € Ker(B—Agl)t © VvveKer(B—Agly), < v, w>,=0
= Vv € Ker(B —Agl), < B(v) , B(w)>y=4A3< v, B(w)>,=0
= Vv € Ker(B — Agly), < v, Bw)>,=0 (car g #0)
= B(w) € Ker(B — Agl,)*

et cette autre droite stable FL est commune a tous les B € G, et apparait pour chacun de ceux qui ne sont
pas des homothéties sur E comme une nouvelle droite propre F1 = Ker(B — ugl,) ; en définitive, la
somme directe orthogonale F @ F1 = E définit une base orthogonale qui diagonalise simultanément tous
les éléments de G ; il en résulte bien que G est commutatif, puisque ces matrices diagonales, qui
représentent les éléments de G dans la nouvelle base, commutent entre elles.



12a- D’apreés le Lemme des noyaux, on sait que Ker(B —1I,) @ Ker(B + 1,) = E = C* , dans un premier
cas, cette décomposition est non triviale, en somme directe de deux droites vectorielles, auquel cas B est
une symétrie, de déterminant égal a —1 ; dans un deuxiéme cas, la décomposition est triviale, I'un des deux
sous-espaces de la somme étant réduit a {0}, auquel cas B = +I,, det(B) = +1.

En conclusion, SL,(C) = {—1,,1,}

12b- Si G est non commutatif, alors d’aprés 11b- on peut affirmer que E = C? est irréductible pour G, et
d’aprés 10d- que |G| est pair. Le théoréme de Lagrange, rappelé en préambule, assure gqu’il existe dans G
un élément d’ordre 2, cet élément ne peut étre que B = —I, d’apres 12a-

13a&b- Si G, était non commutatif, alors par le méme raisonnement qu’en 12b-, en appliquant les résultats
de 11b- et 10d-, on sait que |G,| serait pair, et que G, contiendrait un élément d’ordre 2, qui ne pourrait
étre autre que —I,, et G contiendrait donc une homothétie autre que I'identité, contradiction.

Par conséquent, G, est commutatif, et d’aprés la question 1-, tous les éléments de G, sont diagonalisables
dans une méme base, de matrice de passage P , avec pour valeurs propres des racines |G|-iemes de I'unité ;
A 0

la condition G, € SL,(C) implique que VB € G,, PBP~! = ( 0 1.1
B

) avec Ag € Ujg

Il est clair que les applications B — PBP~™! — 1z sont des isomorphismes de groupes, avec pour images
respectives le sous-groupe annoncé [} , et un sous-groupe de U, qui ne peut étre que U,, , avec

m = |G, ; ceci prouve que G, est cyclique, isomorphe a T, = Z,,

13c- Le morphisme de groupes det: G — C* a pour noyau Gy, si on suppose Gy = {I,}, alors G est
isomorphe a un sous-groupe de C*, donc il est commutatif.

14a&b- G, = Z,, estdistingué dans G en tant que noyau du morphisme det: G —» C* , autrement dit :
vC€Z,,,VBEG, BCB~ e Z,

Ceci s’applique en particulier au cas d’'une matrice B, de G qui n’est pas diagonale, remarquons d’ailleurs
qu’il existe au moins une telle matrice dans G car si ce n’était pas le cas, G serait constitué de matrices
toutes diagonales et serait donc commutatif.

a b -1 (ck 0 )
P B, = t calcul B,CB C = €z, :
osons B, (b’ a’) et calculons B,CB,~~ avec 0 ok m
1 1 " _p
B -1 — t CB — a
0 aa’ — bb' (“Bo) aa’ — bb' (—b' a )

1 k T
-1 _ c 0 ) a b
BoCBo aa' — bb' Bo ( 0 c¢7* (—b’ a )

= 1 (a b) ( a'ck —bck>
aa’ —bb'\b' a'/\—p'c7k ac7k
1 <aa’ck —bb'c™®  ab(c™* - c¥) )

~aa’ —bb'\a'b'(ck—c*) aa’®" - bb'ck



Exprimons que la matrice obtenue est diagonale: ab = a’b’ = 0, comme on suppose bb' # 0 (B, n’est
pas diagonale), cela implique aa’ = 0, mais alors on aura det(By) = —bb" # 0 (car B, € G < GL,(C) ),
d’ou finalementa =a’' = 0.

m—k 0

0 —c~(m=k)
0 b
b 0
contient pas de matrice d’homothétie autre que I'identité, ce qui impose bb’ =1, soit b’ = b~ 1.

—k
Dans ces conditions B,CB, ™' = <c0 Ok) = (C

) sera bien dans Z,, , et B, est
c

nécessairement de la forme annoncée B, = ( ) , avec By? =bb'l, € G, or par hypothése G ne

14c- En définitive, By est de la forme B, = (b(_)l g) ,etavec Q = ((1) —Ob) on vérifie bien :

050 =" )

0
15a- Si B € G est une matrice diagonale: B = (g ,8) , alors B commute avec Q (puisque Q est elle-

méme diagonale), d’ou :

B8, = @80 (0 (°, o) =07(5 ) De=e (5 e

et, comme précédemment: (BBy)? = afl, € G impose af =1, soit det(B) =1, ce qui prouve
B € Gy =2,

15b- On considére la congruence modulo Z,,, qui est distingué dans G

D’aprés 15a-, la classe Z,, est constituée des matrices diagonales; montrons que toute matrice non
diagonale B’ est congrue a B, modulo Z,,, ce qui prouvera qu’il n’y a que deux classes dans cette

congruence.

D’aprés 14-, B’ est de la forme B’ = (b,o_l I(j)) d’ol:
I_l —_ bbl_l O 7 )3

ByB' = ( 0 b‘lb’) € Z,, (d’aprés 15a-), cqfd.

En conclusion, G = Z,,U(ByZ,,) , et en appliquant & G la conjugaison B — Q"'BQ on trouve bien
comme groupe image le groupe D,,

16a- On sait d’apres 1- que les matrices de G sont diagonalisables dans une méme base, de matrice de
passage P , avec pour valeurs propres des racines |G |-iemes de I'unité ; on peut donc écrire :

x1(B) 0
B = P(
0 X2(B)
groupe des racines |G |-iemes de I'unité , en effet :

)P‘1 et on vérifie facilement que x;,x, sont des morphismes de G dans Ug,

x1(B)x1(B") 0

VB,B' € G, BB’=P( ,
0 X2(B)x2(B")

)P-l dol x;(BB") = x;(B)x;(B"), j = 12
16b- C’est un morphisme de G dans U;| d’apres 16a-:

x1(BB)x2(BB)™ = x1(B) s B (2 B)x2(B)) " = x1(B)x2(B)™* X x1(B")x2(B) ™



et son noyau est défini par la condition y;(B)x,(B)™! =1 ce quiimplique B = I, puisque G ne contient
pas d’autre matrice d’homothétie que I'identité ; on a donc un isomorphisme de G sur U g

16c- Mettons de coOté le cas ou le groupe G est réduit a I'identité.
D’aprés 16b-, G est cyclique puisqu’il est isomorphe a un groupe cyclique, soit B; un générateur de G,
2imp 2inq

posons y;(B;)=c=e16, y,(B;)=d=elG

G
Supposons que p — g ne soit pas premier avec |G|, etnotons § = (p — q@)A|G| ,et T = %, rA|G] =1

2in(p—q)r 2in(p—q)
llvient: y;(B;Nx,(B;)™t = e Gl =e ¢ =1 ,avec B;" # 1,

(en effet,  By" =1, = x1(B") = x2(B,") = 1= [G|/pr et |G|/qr = |G|/p et |G|/q ce qui
redonnerait le cas ou G est réduit a I'identité )

Or, ceci contredit le résultat du 16b-, puisqu’il existerait alors une matrice B;" # I, dans le noyau du
morphisme B — x,(B)x,(B)™"

En conclusion, G est bien de la forme annoncée.



